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IT1. fordulo

Cauchy-Schwarz-féle egyenlétlenség, Titu-lemma

3.1. Elméleti osszefoglalé

Kezdjiik egy nagyon kozkedvelt segédeszkozzel, a Titu-lemméaval. Nagyon sok — egyéb-
ként nehéz — allitas gyorsan és elegansan bizonyithato segitségével. Megértése és bizonyi-
tasa nem igényel sok elGismeretet. Késébb kideritjiik, hogy egy altaldnosabb tétel specialis
esete, de most kovetkezd forméajaban konnyen megjegyezhets és igazan kényelmes a hasz-
nélata.

VII. tétel (Titu-lemma): Legyen n > 2 pozitiv egész, az x1,xs, ..., T, tetszdleges
valos szamok, tovabbad aq,as, . .., a, pozitiv valds szamok. Mutassuk meg, hogy
2 2 2 2
ﬁ+ﬁ+...&2 (x1 4+ 22+ ...+ ) '
a1 a2 any, a,+as+ ...+ ay,
Egyenldség akkor és csak akkor, ha 7+ = 22 = =In,
1 a2 an

Bizonyitas: Az allitdst n-re vonatkozo teljes indukcioval igazoljuk. Legyen el6szor
n = 2. Ekkor a bizonyitand6 egyenlStlenség:

ar  az  a;+tas

2 2l - (21 +$2)2'

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat a pozitiv ajas(a; + az) szammal:
ag(ay + az)x? + ay(ay + az)xs > ajas(z) + x9)%
A miveletek elvégzése és rendezés utan:
alagxf -+ a%x% -+ a%x% -+ alazxg > alagzzﬁ + 2a1a0x129 + alagxg,
a%x% — 2a1a9x17%5 + a%x% > 0.
A bal oldalon egy kéttagu kifejezés négyzete van:
(agzy — awe)?* > 0.
Tehat igaz egyenlGtlenséget kaptunk. Csak ekvivalens atalakitasokat végeztiink, tehét

igaz az eredeti allitds is n = 2 esetén. Egyenl6ség akkor és csak akkor, ha asxry = a9,
azaz 2 = 2,
ay as

Most tegyiik fel, hogy n = k darab tort esetén mar igaz a tétel allitasa és legyen

n = k + 1. Ekkor a bizonyitand¢ allitas:

2 2 2 2
x; oz x T1+To+ ..+ Tpy)

1 2 i1 - (11 2 k+1
A2 =2 :
aq ao k41 a1+a2+...+ak+1

Most az els6 k darab tortet alulrél megbecsiilhetjiik az indukcios feltevés alapjan:

2 2 2 2 2 2

T T T T r1+ 2o+ ...+ ) T

1 2 k k+1 (21 2 k ka1
L2 iR TR > 4 EHL
a; Qo ar Qi1 ap+as+ ...+ a Qa1
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A jobb oldalon lathato két tortre pedig tudjuk alkalmazni az n = 2 esetben részletesen
leirt becslést, a tételt n = 2-re:

(x1+x2+...+a:k)2+:):i+1 - (r1+ 22+ ..+ 2811)>

ay +as+ ...+ ag Ak+1 Q1+ ag+ ...+ Ggg1

Az egyenlGség feltétele n = k-ra:

X €2 T

= = :—:t

aq a9 Qg

Eszerint x; = ta;, minden i-re, vagyis

x1+x2+...+xk_t~a1+t~a2+...+t-ak

={.
a;+ag + ...+ ag a;+ag + ...+ ag
Ezutdan az n = 2 esetre bizonyitott egyenlGségi feltétel alapjan azonnal kapjuk, hogy
egyenlGség esetén z:—i =t is teljesiil. Ezzel a tételt igazoltuk.

Néhany feladaton és korabbi tétel bizonyitdsan keresztiill bemutatjuk a Titu-lemma
alkalmazéasat. ElGszor vegyiik ismét a mésodik forduld osszefoglalojaban mar targyalt
Nesbitt-egyenlStlenséget:

2. kidolgozott feladat: Legyenek az a,b, ¢ pozitiv szamok. Mutassuk meg, hogy

a n b n c >3
b+c c+a a+b 2

Megoldas: Bévitsiik mindhédrom tortet a szamlalojaval, majd a tortek Osszegét be-
csiiljiik meg alulrol a Titu-lemma segitségével:
a? b? c? a+b+c)?
+ + > ( ) .
alb+c¢)  blc+a) cla+b) ~ 2ab+ 2bc + 2ca

Mar csak azt kell belatnunk, hogy

(a+b+c)?
2ab + 2bc + 2ca

3
> —.
-2

Beszorzés és rendezés utan:
2a° + 2b% + 2¢% + 4ab + 4be + 4ca > 6ab + 6be + 6ca,

2a° + 2b* + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca > 0,
(a—b)2+(b—c)*+ (c—a)>>0.
(a—b)2+(b—c)*+ (c—a)>>0.
Egyenlség akkor és csak akkor, ha a =b = c.
Masodik alkalmazasként egy mar ismert tételre adunk 1j bizonyitast.

II-11I. tétel: Legyen n > 2 pozitiv egész, az ai,as,...,a, pozitiv valds szdmok.
lgazoljuk, hogy a szdmok aritmetikar kozepe nagyobb vagy egyenld, mint a harmonikus

kézepiik, azaz
a;+ag+---+ay n
2 1 L
n a—1+a—2+...—|——

an
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Eqgyenldség akkor és csak akkor, ha az a; szdmok mind eqyenldk.

Bizonyitas: Vegyiik az a; szamok reciprokainak osszegét.

Itt a szamlélokban allo egyesek tekinthetSk négyzeteknek, legyenek ezek az x;-k a Titu-
lemmaban. Mostmér alkalmazhatjuk a lemméban szerepld alsdé becslést:
12 12 12 2

n
— 4. .+ — = .
a1 a9 Ay, a1+ ao+ ...+ ay,

Atrendezve ez éppen a bizonyitando allitast adja. Egyenléség akkor és csak akkor, ha

11 _ 1 . X . . »
=== amikor mindegyik szam egyenld.

Még érdekesebb a négyzetes és a szamtani kozép kozotti egyenltlenség bizonyitasa
Titu-lemmaval.

IV. tétel: Azay,aq,...,a, (n>2) pozitiv szamok aritmetikai kozepe nem nagyobb,
mint e szdmok kvadratikus kézepe. A két kézép akkor és csak akkor egyezik meg, ha
a1 =ag =...=a,. A jelolésekkel: A, < Q,.

Bizonyitas: Tekintsiik az a; szamok négyzetosszegét. Az egyes négyzetek tekintheték
1 nevezGjd torteknek is. Ezutan mar hasznalni is tudjuk a Titu-lemmat:
2 2
ay ay a,
—+—=+...+
1 1

b o (a1+a2+...—i—an)2
1~ n '

Mindkét oldalt n-nel osztva majd négyzetgyokot vonva a bizonyitandé egyenlStlenséget
kapjuk:
ai+ai+...+a S (a1 +as + ...+ ay)?
— 2 b

n n
\/a§+a§+...+ag Latat .. ta,
n - n ’
Egyenlség a Titu-lemma szerint a; = as = ... = a,, esetén.

Végiil ratériink a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-féle egyenlétlenség (réviden CBS-
egyenl6tlenség) targyalasara. Latni fogjuk, hogy a Titu-lemma ennek csak egy igen spe-
cialis esete.

VIII. tétel: (CBS) Ha aza; ésb;, (i =1,2,...,n) tetszdleges valds szamok, akkor
(ayby + aghy + ... +apb,)* < (af+ a3+ ... +a)(b] + b3+ -+ b2).

Egyenldség akkor és csak akkor, ha az a; és b; szamok ardnyosak, azaz van X\ # 0 szdm,
amelyre b; = X-a;, (i=1,2,...,n).

Bizonyitas: Ha az a; vagy a b; szdmok mindegyike nulla, akkor nyilvanvaléan igaz az
allitas. A tovabbiakhoz vegyiik a kovetkezd négyzetosszeget:

(a2 — b1)? + (asx — by)* + ... + (anw — by)*.
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Ez a kifejezés az = valtozoé mindegyik értékére legalabb nulla. A zarojelek felbontasa és
rendezés utan ez az 6sszeg az x masodfoki polinomja.

(af 4+ a5+ ... +a2)x® — 2(a1by + asbo + ... + apby)x + (b + b5+ ... +2).

Mivel ez teljes négyzetek Osszege ezért legfeljebb egyszer veheti fel a nulla értéket, disz-
kriminénsa legfeljebb nulla.

A(arby + agby + ...+ apby)® —4(al + a5+ ... +a2)(b] + b5+ ... +b2) < 0.
Osztva 4-gyel és rendezve épp a bizonyitando6 egyenlStlenséget kapjuk:
(arby + agby + ... +apb,)* < (af + a3+ ... +a2)(b] + b3 +...+b2).

Egyenléség akkor és csak akkor lehet, ha a masodfokt polinomnak van zérushelye. Ez
pedig csak az az x, lehet, amelyre mindegyik a;x = b;.

Valojaban a Titu-lemma ennek az altaldnos tételnek a specialis esete.

VII. tétel: Titu-lemma Legyen n > 2 pozitiv egész, az x1,xo,...,x, tetszdleges
valds szamok, tovabbd ay,as, ..., a, pozitiv valds szdmok. Mutassuk meg, hogy
a,  ay an, @ tas+...+a,
Egyenldség akkor és csak akkor, ha 7+ = 22 = .. = 2=,
1 a2 an

Bizonyitas: Az attekinthetGség érdekében szerepeljenek most a CBS-egyenlGtlenségben
u; és v; szamok. Legyen tovabba

A CBS-egyenlétlenségbe helyettesitve:

(U1 + ugvy + . F U, < (U ud )0 v e 0d),

— n

L+ ap + +x"\/_2<x%+x§+ +$’21(+++)
— - Ja + —= - \Jas+ ... -/a —+—=4+.. +=) (a1 +ar+...+a,),
Ja VT Ja VT Va, V) S \a a,)
2 al x2
(a:1+$2+...—|—a:n)2§(_1+_2+...+—”)(a1+a2+...—|—an).
ai az ap

Az (a1 +as + ... + a,)-nel osztva éppen a Titu-lemma eredeti alakjat kapjuk.

(11 wat . +a) <x_%+$_g+ +x—3‘
a+a+...+a, ~ a1 a9 an

Felvet6dhet, hogy miért van mégis kiilon neve és ,sajat élete" a Titu-lemmanak? Erre
nagyon egyértelmd és beldthatoé valasz, hogy elsGsorban azért, mert a legtobb feladat-
ban nagyon nehéz megtaldlni azokat a szdm n-eseket, amelyekkel hasznalhato a CBS-
egyenlStlenség, mig a Titu-lemma alakja és felhasznalhatosiga valoban nagyon kényelmes.
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3. kidolgozott feladat: Oldjuk meg a valoés szdmharmasok halmazan a kovetkezd
egyenletrendszert:

r+y+z=11
22 + 2y% + 32% = 66.

Megoldas: Alkalmazzuk a CBS-egyenl6tlenséget az x, yv/2, 2v/3 és az 1,

11 .
’ 5+ 5 SzAm
harmasokra.

1 1 11
14+ yV2 =+ V3 —= < (2% 4+ 247 + 327 (1+—+—).

Ezt természetesen tudjuk egyszertibb alakban is irni:

11
(x+y+2)?<(@®+29°+ 32)E.

A két megadott egyenlet felhasznalasaval azt latjuk, hogy

11 11
121=(z+y+2)°= (:zcz+2y2+32)F =66 — =121,

A CBS egyenlétlenség egyenlGséggel teljesiil, emiatt

_yv2_ 23

1

e
1'% =x

<= xr=2y=3z

Ez alapjan az egyenletrendszer megoldasa: © =6, y =3, z = 2.
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A harmadik fordul6 feladatai

A sikeres szerepléshez nem sziikséges az Osszes feladatot megoldani. Az eredményeket
a harom forduld teljesitménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok toébbségét nem csak az elméleti 6sszefoglaléban szerepld segédesz-
kozok segitségével lehet megoldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast
maximalis pontszammal értékeliink.

Elvileg kiilonbo6z6 masodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a adhato.

11. Legyenek a, b és ¢ pozitiv valos szamok. Igazoljuk, hogy

o b 5y (6 pont)
) on
2b+c  2c+a 2a+0b p

12. Oldja meg az egyenletet a valos szamok lehetséges legb&vebb részhalmazan:

2V — 1452 = /(22 +4)(z + 24). (6 pont)

13. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor

ab+bc—|—ca< 1 (1 1 1)'

LrET® o Stz 8 pont
PP+ 3 (8 pont)

a b ¢

14. Mutassuk meg, hogy ha a, b, ¢ €]0, 1], akkor

Vabe + /(1= a)(1—b)(1—c¢) < 1. (10 pont)

15. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor

a b3
ﬁ—l—g%—?za—l—b—kc (10 pont)
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