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Rendezési tétel, Csebisev-egyenlStlenség

A mésodik fordulora valasztott rendezési tétel és az ahhoz kapcsolodd Csebisev-egyen-
I16tlenség tobb szempontbol is nagyon hasznos segédeszkozok. Egyrészt segitségiikkel
gyors, tomor, jol attekinthetd bizonyitasok adhatok. Amint rendelkezésre all ez a tétel,
kordabban koriilményesen, esetleg esetekre bontéssal megoldhaté problémak is egységesen
kezelhet6k. Masrészt, és ez is nagyon fontos, tetszéleges valos szamokra teljesiilnek, igy
béviil az alkalmazasi kor.

2.1. Elméleti osszefoglalo

ElGszor azt tisztédzzuk, hogy mikor neveziink két valos szam n-est azonosan rende-
zettnek, illetve ellentétesen rendezettnek.

Definicié: Legyen (aq,aq, ..., a,) és (b1, bs, ..., b,) két valos szam n-es (n > 2).

A két szam n-es azonosan (ellentétesen) rendezett, ha barmely i-re és j-re (i # j),
a; < a;-bdl kovetkezik, hogy b; < b; (b; > b;).

A rendezési tétel a kovetkezd:

V. tétel:  Legyen (ay,aq,...,a,) €s (b1,ba,... b,) két valds szam n-es, tovdibbd
D1, P2y -y P G b1, 0oy .. by eqy permutdcidja. Az ay-pr+as-ps+...+a,-p, 0sszeq érté-
ke akkor maximadlis (minimdlis), ha az ay, as, ..., a, €S p1,Pa,...,Dy SZAM N-€S AZ0NOSAN

(ellentétesen) rendezett.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy a (by,bs, ..., b,) szam n-es tagjainak véges sok (legfeljebb
n!) kiilénbo6zd sorrendje lehet. Emiatt biztosan lesz olyan ay - py +as - pa+ ... + a, - py
Osszeg, amely maximaélis, illetve olyan is, amely minimaélis.

Csak azt bizonyitjuk be, hogy a maximalis értéket azonos rendezettség esetén meg-
kapjuk.

Legyen aq,as,...,a, és by,by,...,b, két nem azonosan rendezett szam n-es. Ekkor
biztosan van olyan i és j index, hogy a; < a;, ugyanakkor b; > b;. Legyen

S=ay-bi+ay-ba+...4+a;-b+...+a;-bj+...4+a,- b,
Ezutén képezziik az S’ Osszeget ugy, hogy a b; és b; elemeket felcseréljiik.
S'=a;-bi+ay-be+...4a;-bj+...+a;-b+...4+a, by
Most pedig vegyiik a két 6sszeg kiilonbségét.
S'—S=a;-bj+aj-b—a;-b—aj b= (a; —a;)(bj — b;) > 0.

Vagyis ezzel a cserével biztosan nem csokkent az 0sszeg. Egyenlé is csak akkor maradha-
tott, ha a; = a;.

Tehéat, ha haladunk a két szadm n-es azonos rendezettsége felé, akkor a parokbol képzett
Osszeg biztosan nem csokken egyetlen 1épésben sem. Mivel létezik maximum azt el is érjiik
az azonos rendezettség esetén.
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Ugyanezen az uton bizonyithato, hogy a legkisebb Osszeget pedig az ellentétes rende-
zettségnél biztosan elérjiik.

Ez a tétel tobb versenyzo szémara is jszeri lehet, ezért a tovabbiakban néhany alkal-
mazast is bemutatunk.

Alkalmazasok
1. kidolgozott feladat: Legyenek a,b és c pozitiv valds szdamok. Mutassuk meg, hogy
a® + b+ > a’b + b’c + a.

Megoldas: Lévén az a,b és ¢ pozitiv szamok, a nagysag szerinti sorrendjiik megegyezik
a négyzeteik nagysag szerinti sorrendjével. Tehat ha az a, b, ¢ kozotti sorrendet ismerjiik,
akkor ugyanez lesz az a?, b? és ¢® nagysag szerinti sorrendje is. A két harom tagt sorozat
tagjaibol képzett Osszegek koziil tehat mindenképpen a legnagyobb lesz:

a-a’>+b-v>+c- A~

Ha masként parositjuk a két sorozat tagjait, akkor legfeljebb ekkora Osszeget kaphatunk.
Ezek szerint nem lesz nagyobb a kévetkezs parositast 0sszeg sem:

a-+b-a®>+c- b

EgyenlGséget csak akkor kaphatunk, ha mindegyik cserénél vagy az elsGfokiak, vagy a
masodfoktiak egyeznek meg, de ebben a speciélis esetben ez éppen azt jelent, hogy a
szamok mind egyformak. Ezzel belattuk, hogy

a® + 02+ & > a®b + bPe + .

2. kidolgozott feladat: Legyenek az a,b, ¢ pozitiv szamok. Mutassuk meg, hogy

a . b . c >3
b+c c4+a a+b 2

Megoldas: Itt az a szerencsés, a matematikaban sokszor eléforduld, helyzet van, hogy a
bizonyitando6 allitas két valtozo/beti cseréje esetén véltozatlan marad. Tehat szabadon
megadhatjuk a nagysag szerinti sorrendet, hiszen ha mas lenne a sorrend, akkor a bettik
cseréjével azonnal mégis elérhetd lenne ez a helyzet.

Legyen a fentiek miatt az egyszertiség kedvéért

a<b<e.
Ekkor az is igaz, hogy
a+b<c+a<b+ec,
és ebbdl azonnal kovetkezGen
1 1 1
< < .
b+c " c+a " a+b

11 1
) b+c’ cta’ atb
Irjunk fel még két tovabbi parositast is.

Az a,b,c és szamharmasok ebben a sorrendben azonosan rendezettek.
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1 1 1 1 1 1

a- +b- +c- >a- +b- +c- ,
b+c ct+a a+b a+b b+c cta
1 1 1 1 1 1

. +b- +c- >q - +b- +c- ,

b+c cta a+b cta a+b b+c

A két egyenlStlenség megfelel oldalait Gsszeadva:

a

2a 2b 2c a+b b+c c+a
+ + > + + =
b+c c¢c+a a+b " a+b b+c c+a

Mindkét oldalt kettével osztva a bizonyitandd egyenlStlenséget kapjuk.

a n b n c >3
b+c c+a a+b 2

Az egyenlGség akkor allhat fenn, ha barmelyik "cserénél" a két szam, vagy a két Gsszeg
egyezik meg. Mindkett6bdl azonnal két szam egyenlGségére kovetkeztethetiink, ahonnan
méar belathato, hogy egyenlGség csak abban az esetben lehet, ha a harmadik szam is
ezekkel megegyez6. Pl. legyen a = b ekkor az egyenlGséghez

a a & 3

a+c+c+a+2a_§’

Innen
2a c 3

a+c+%:2’

Mindkét oldalt 2a(a + ¢)-vel szorozva és rendezve:

4a® + ac+ ¢ = 3a® + 3ac,

a® — 2ac+ c* =0,
(a—c)* =0,
a=c.

Egyenl6ség tehat valoban csak abban az esetben, ha a hdrom szam megegyezik.

Ez az ismert Nesbitt-egyenlStlenség, amelynek egy-egy altalanositasa az OKTV-n is
kittizott feladat volt, illetve a teljes altalanositasa egy darabig még megoldatlan problé-
makeént is ismertté valt (in. Shapiro-egyenl6tlenség).

A rendezési tétel a szamtani- és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség igazolésara is
hasznalhato:

II. tétel: Az xy,z9,...,2, (n > 2) pozitiv szamok geometriai kézepe nem nagyobb,
mint e szamok aritmetikai kozepe. A két kozép akkor és csak akkor egyezik meg, ha
T1 =T = ... =Tp.

Bizonyitas: Jeloljik az x; szamok geometriai kozepét G(x)-szel. A rendezési tétel
alkalmazasahoz valasszuk a két szam n-est a kovetkezSképpen:

T T1T9 T1T9...Tp
) a9 = X Cee, Ap = — =~
Y n Gn(x)

- GP(a)

= 1.
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A maésik szam n-es pedig rendre az el6bbiek reciprokaibol alljon.
1 1
blz—; bgz—, ceey bn:—zl
aq a9 Ay

A reciprokok miatt igy a két sorozat ellentétesen rendezett, tehat egy mésik permutaciojat
véve a bi-knek a pérositdsokban nem csokken az Gsszeg:

1 1 1
arby +aghy+ ... +ab,=a1-—+ay-—+...+a,-—=n<
aq (05} Qp

< albn + agbl + &3[)2 + ...+ anbn,1 =

o n T17y G(x) 17013 G*(T) +x1m2 cor, G (2) BT I S
O G(r) GXx) x G3(a) mae T GU(w)  mme...Thl1 G(x)
Tehdt T+ 22 + + T+ 22 + +
n< A2 T e Ga) < 2T
G(z) n
A cseréknél minden esetben csak akkor lehet egyenlGség, ha a két szam egyenld, emiatt
az egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha z1 = x5 = ... = z,,.

Végiil még egy fontos alkalmazés a rendezési tételre, amely énmagaban is egy érdekes
és hasznos eredmény, a Csebisev-egyenlGtlenség:

VI. tétel: Legyen (ai,as,...,a,) €s (by,ba, ... by) két valds szam n-es,
Ha a két szam n-es azonosan rendezett, akkor

a1+a2+...an‘b1+bg+...+bn<a1b1+a2b2+...+anbn

— 9

n n n

ha pedig ellentétesen rendezett a két szam n-es, akkor

a1b1+a2b2+...+anbn<a1+a2+...an.bl+b2+...+bn

n n n

Bizonyitas: A két szam n-es azonosan rendezett, igy teljesiilnek a kovetkezs egyen-
16ségek és egyenlétlenségek:

a1b1 + (lng + ...+ (lnbn = a1b1 + CLng + ...+ (lnbn,

a1b2 —+ CL2b3 + ...+ anbl S a1b1 + CLQbQ + ...+ anbn,
a163 + a2b4 + ...+ anbg S a1b1 + CLQbQ + ...+ anbn,

albn + a2b1 + ...+ anbn—l S a1b1 + agbg + ...+ anbn.
Adjuk Ossze az egyenlStlenségeket majd emeljiink ki a bal oldalon (b + by + ... + by,)-et.

a1 ((by +bo+...4+0by) +as(by +by+...4+b,) +...an(by +bs+ ... +b,) <

S n(a1b1 + agbz 4+ ...+ anbn)
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Mindkét oldalt n2-tel osztva a bizonyitandé egyenlStlenséget kapjuk:

a1+a2+...an‘b1+bg+...+bn<a1b1+a2b2+...+anbn
n o n

Y

n

Ellentétesen rendezett szam n-esekre ugyanezzel a modszerrel bizonyithato az allitas.

Megjegyzések:
1, A rendezési tétel felhasznalasi lehet&ségeirsl két magyar matematikus Sztics Adolf

és Gyires Béla irt alapvetd cikket az 1940-es évek elején. Emiatt sokszor Sziics Adolf-
egyenl6tlenségnek is szoktak nevezni a rendezési tételt.

2. A fenti 6sszefoglalo Abraham Gabor két konyve alapjan késziilt: Nevezetes egyenlot-
lenségek (MOZAIK Kiado, 1995.), Egyenlstlenségek 1.-11. (ZALAMAT Alapitvéany, 2017.)
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A masodik fordulo feladatai
A sikeres szerepléshez nem sziikséges az Osszes feladatot megoldani. Az eredményeket
a harom fordulo teljesitménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok tobbségét nem csak az elméleti 6sszefoglaléban szerepld segédesz-
kozok segitségével lehet megoldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast
maximalis pontszammal értékeliink.

Elvileg kiilonb6z6 masodik megoldasra az eredeti pontszam legfeljebb 50 %-a adhato.

6. Legyenek a, b, c egy haromszog oldalainak hosszusagai. Igazoljuk, hogy

a b c
> 3. 6 t
b+c—a+c—|—a—b+a+b—c_ (6 pont)

7. Gomboc Artir a sziiletésnapjara 6ssesen 100 szelet csokit kapott, négyféle izben: 17
szelet kavés, 26 szelet kokuszos, 42 szelet mogyoros és 15 szelet marcipanos. Artur
sajnos gyomorrontast kap estére, ha az alabbi események barmelyike bekovetkezik
a sziiletésnapjan:

(1) Valamelyik izt csokoladébol megette az Gsszeset.
(2) Van két olyan iz is, amelyek mindegyikébdl megette a csokik tobb, mint felét.

(3) Van harom olyan iz is, amelyek mindegyikébdl megette a csokik tébb, mint a
harmadat.

(4) Mind a négy izbdl megette a csokik t6bb mint negyedét.
Legfeljebb hany csokit ehet meg a sziiletésnapjan Gomboc Artur?

(6 pont)
8. Az a, b, ¢ pozitiv valés szamok. Igazoljuk, hogy
2 2 2
+0 b b
- “ 4 —|—ca+c+a >a+b+ec (8 pont)
b+c c+a a+b
9. Harom nemnegativ valos szam a, b és c 0sszege 1. Mutassuk meg, hogy
7(ab + be + ca) < 2 4 9abe. (10 pont)
10. Legyenek 1, s, ..., z, kiilonb6z6 pozitiv egész szamok. Mutassuk meg, hogy
2 2 2
Ty Ty z, 1 1 1
— 4 =+.. +—=>2=-4+-4+...+—-. 10 t
12+22+ +n2_1+2+ +n (10 pont)
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A megoldasokat kérjiik egy (1!) levélben bekiildeni a kénnyebb feldolgozas érdekében.
A megoldasok csatolas forméajaban keriiljenek a levélbe, ha lehet PDF formatumban. A
csatolt file neve ékezetek nélkiili legyen és tartalmazza a bekiildé nevét, tovabba a fordulo
sorszamat is (esetleg a feladat sorszamat, ha csak 1 feladatot tartalnaz). Szokoz helyett
a " " karakter alkalmazando! Példék csatolt file nevekre:

nagyistvan _fordulo2.pdf

kisspista_fordulo2 feladat06.pdf
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