Kardos-Montagh Matematikaverseny, 2021.

Kardos-Montagh Matematikaverseny
2021.
I. fordulo

Szamtani-, mértani-, harmonikus- és négyzetes kozép

1.1. Elméleti 6sszefoglalo
Definialjuk el6szor a cimben szerepld nevezetes kozepeket.

Legyenek aq,aq,...,a, (n > 2) pozitiv valos szamok.

Az ay,as, ..., a, szamok

- szamtani (vagy aritmetikai) kozepének nevezziik és A,-nel jeloljik az
a,+as+ ...+ ay

An: 5
n

- mértani (vagy geometriai) kozepének nevezziik és G,-nel jeldljiik a
G, = Jajay ... ay,,

- harmonikus kozepének nevezziik és H,-nel jeloljiik a

n
Hn:1+1+ L
al a2 an

- négyzetes (vagy kvadratikus) kozepének nevezziik és @,-nel jeloljiik a

2 2 2
_jay+ay+ ... +a;
Q.= A

pozitiv valés szamot.

Egyszerd becsléssel megéllapithato, hogy ezek valoban ,kozepek", minden esetben
mindegyik a legkisebb és a legnagyobb szam kozé esik.

Most néhany alapvetd tétel kimondasa és bizonyitasa kovetkezik.

I. tétel: Ha a tetszdleges ay, as, ..., a, (n > 2) pozitiv szamokhoz hozzdvesszik (n+1)-
ediknek ezeknek a szamoknak az A,, aritmetikai kézepét, akkor az igy kapott (n+ 1) darab
szdm artimetrikai kozepe vdltozatlan marad.

Bizonyitas:
Definici6 szerint A, = a1 +as + ...+ a,, azaz a; + as + ...+ a, = n - A,. Tekintsiik
az Api1-et.

1 1 n+1
An y A2y -y n7An = y A2y - vy naAn = An An = An:An
+1(a1 Qg a ) n+1((a1 Qa2 a ) n+1(n + ) n+1
I1. tétel: Az ay,aq,...,a, (n > 2) pozitiv szamok geometriai kozepe nem nagyobb,

mint e szamok aritmetikai kézepe. A két kozép akkor és csak akkor egyezik meg, ha
a1 =as = ... =a,. A jelolésekkel: G, < A,.

Bizonyitas: A Cauchy-féle teljes indukcios eljarast kovetjiik.

a)n = 2-re a \/aja; < % egyenl6tlenség teljestilése ekvivalens a négyzetreemeléssel
és rendezéssel kapott 0 < (a; — az)? mindig igaz egyenl6tlenséggel és az is lathaté hogy
Ay = (G5 akkor és csak akkor, ha a; = as.
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b) Most azt igazoljuk, hogy G,, < A, esetén Ga, < A,, is fennall tetszéleges ay, as, . . ., aop
esetén.

ng = 2V(a1a2 . an)(an+1an+2 c. &Qn) = 2{1/611(12 Qe 2{’/&n+1an+2 ... Qop =

\/Gn<a1&2 c ) - \/Gn(anﬂamg e Q2p),

ezért az indukciods feltevés szerint:

G2n S \/An(ah ag, . .. 7an) ’ \/An(anJFl’ (p42, - - ’a2n)’

ahonnan az
Ay(ay,aq,. .. ay) és Ap(anit, Gpia, - - as)

szamokra alkalmazva az a) pontban bizonyitott egyenlStlenséget:

Gy, < \/An(al,ag, ceyp) \/An(an+1,an+2, ceyQp), <

a1+as+...4+a Ap1+apt2+...a2n
< An(al,ag,...,an)+An(an+1,an+2,...,a2n) _ o 4 n _
- 2 2

_a1+a2+...+a2n
N 2n

Ezzel a b) pont allitasat igazoltuk.

c) Eddig igazoltuk a G, < A, relaciot azokban az esetekben, mikor n 2-hatvéany.
Tegyiik fel, hogy 2¥ < n < 2! azaz n nem 2-hatvany. Ekkor az a,,as, ..., a, elemeket
egészitsiik ki 2F! szami elemmé az ay, as, . . . , a, elemekhez hozzavéve az a,q = apio =

.= age1 = Ay(ag,ag,...a,) = A, elemekkel. A b) pontban bizonyitottak alapjan a
21 darab szdmra mar ismert, hogy Gorr1 < Ager1. Részletesen:

k+1
2k+i/a1a2 g AnAy A, = TG AT <
N———

(2k+1—n)darab

a1 +as+ ... +a, + (281 —n)A, nA, + (281 —n)A,
< = = A,.

A befejezéshez az els6 és utolso kifejezés Osszehasonlitasa alapjan:

MY GpAd T < 4,

Mindkét oldalt hatvanyozva és rendezve:

GZ‘AT(?IH—Iin) S A(2k+1)

n Y

A$12k+1)
G, < W = A,.
d) Ha a; = ay = ... = a,, akkor a G,, = A, nyilvanvaloan teljestil.

A tételben szerepld allitas igazolasahoz elegendd belatni, hogy ha legalabb egy elem a
tobbi koziil valamelyiktdl eltér, akkor G,, < A,,. Feltehetjiik, hogy ilyen elempér példéaul
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az ay és ap szamok. Tegytik fel indirekt, hogy a; # ao, és mégis G,, = A,. Az indirekt
feltevésben szerepld

ap+as+ ...+ ay,
n

V(alag)agcu R —

egyenl@ség atirhato a kovetkezs alakra:

29 paz 4. ta,

2
{L/\/alag asay . ..Qp =

n

Most felhasznalva, hogy a; # as esetén (/ajas <

2
n ol [ Q1+ ag
Gn:\/\/a1a22a3a4...an<\/< 5 ) as...a, =

ai1+a ai1+a
) ) et
n

a bizonyitott tétel alapjan.
Ellentmondasra jutottunk, tehét nem lehet két eltéré nagysagi szam.

aitaz.
5

IT1. tétel: Azaq,as,...,a, (n>2) pozitiv szamok harmonikus kézepe nem nagyobb,
mint e szamok geometriai kozepe. A két kizép akkor és csak akkor egyezik meg, ha aq =
as = ...=a,. A jelolésekkel: H, < G,.

Bizonyitas: Alkalmazzuk a geometriai és szamtani kozépre vonatkozo tételt a szintén
poztitiv il Lo QL szamokra.
n

a1’ ag?’’

JIT T _atat-ta

— Y

ayas  ap n
1,1 1
1 <a1+a2+"'+an
Yaiasg ... ay n

Pozitiv szamok reciprokait véve az egyenlétlenség irdanya megfordul és éppen a bizonyi-

tando allitast kapjuk:
n

V102 .. Gy 2> T T
ottt tar

Szintén az el6bbi tétel alapjan egyenlGség akkor és csak akkor, ha al = %, minden ¢, j

i J

parra, azaz a; = Qg = ... = Q.

IV. tétel: Azay,aq,...,a, (n>2) pozitiv szamok aritmetikai kozepe nem nagyobb,
mint e szdmok kvadratikus kézepe. A két kézép akkor és csak akkor egyezik meg, ha
a1 =ag =...=a,. A jelolésekkel: A, < Q,.

Bizonyitas: A bizonyitast ismét teljes indukcioval végezziik. Legyen elGszor n = 2.
Induljunk ki az azonosan igaz (a; — az)? > 0 egyenl6tlenséghdl:

ai — 2ayay + a3 > 0,

2a} + 2a3 > a? + 2a,a + a3,
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al + a3 - (a1 + az)?
2 - 4 ’

2 2
a1+a2>&1+a2‘
V 2 - 2

egyenldség akkor és csak akkor, ha a; = a».

Tegyiik fel n = k-ra, hogy A, < @ a tetszbleges pozitiv aq,as,...,a, szamokra.
n = k + 1-re ugy fogunk igazolni, hogy kiindulunk az

(ak+1_ai)220 (2217277]{7)
azonos egyenlétlenségek
2ap410; < ap g +ai (i=1,2,...k)

alakjabol. Osszegezve ezt a k darab egyenlGtlenséget:

k k
2 <k-ap,+ ) a
A+10; = K- Gy q ag,

=1 =1

2api1(ar +az + ... +ap) <k-ai, + (e} +a5+... +a}).
Adjuk mindkét oldalhoz az ai ., + (a1 + a2 + ... + ai)? Osszeget:

ai+1+2ak+1(a1+a2+...+ak)+(a1+a2+...+ak)2:(a1+a2+...+ak+ak+1)2S

<(k+1)-ai+(@+as+...+a)+ (a1 +az+...+a)

Az indukcios feltevés szerint

a +as + ...+ ag 2<a%+a§—|—...—|—a,2c
k - k ’
azaz

(ap +ay+ ... +ap)’ <k(a®+ai+...+adl),

ennek alapjan pedig
(a1 +ag+ ...+ ap +ags1)’ <

<(k+1)-ap+(ai+as+...+a;)+ (a1 +as+...+ap)’ <
< (k+1)aiyy + (k+1)(a] + a3+ ...+ a}).
Két lépésben belattuk, hogy

(a1 4 as+ ... +ax+ap1)? < (k+ 1) (a2 + a2+ ...+ a2 +d2,,).

Végiil (k + 1)%-nel osztva és négyzetgyokot vonva éppen a bizonyitandé egyenlGtlenséget
kapjuk:
(a1 +ag+...+ap+ap1)? _ af+a3+...+ai+ai,,
(k+1)2 - k+1 ’

= Qk+1-

a1+ as+ ...+ ag + ap ad+a3+...4+ai+ai,
Akz—i-l: <

E+1 E+1
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Meg kell még itt is mutatni, hogy egyenlGség csak az a1 = ay = ... = a, esetben lehet.
Ha a; = as = ... = a, = a, akkor nyilvanval6, hogy A,, = @),,, mert
na n - a?
A, =— =a, Q, = = a.
n n

2 2
Ha viszont példaul a; # as, akkor az “5% < /5% egyenlétlenség felhasznaldsaval:

a1+a2+...+an_2&2“2+a3+...+an
n N n

A, = <

<

= Qn.-

n

2 2 2 2
aita; ay+aj a2+a2 a2+a2
\/ 2 +\/ 7 Tast.Fan RS2 a3t Fal
n

Megjegyzések:
1. A kozepek kozotti kapesolatok bizonyitasara tobb nagyon eltéré modszer ismeretes.
Itt nem a legrévidebbet, hanem a legkevesebb elGismeretet igénylét igyekeztiink vazolni.

2. Az egyenl6Gtlenségek témakore tobb tovabbi, ugyanilyen fontossagu tételt tartalmaz,
ezekre a késbbi fordulok Gsszefoglaloiban tériink ki.

3. A fenti 6sszefoglald Bartha Gabor—Kun Péter: Vilogatott fejezetek a matematikabol
c. szakkori fiizete alapjan késziilt.
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Az elsg forduld feladatai

Mar az els6 forduld feladatainak kitiizésekor fontos megjegyezni, hogy a sikeres sze-
repléshez nem kell az Gsszes feladatot megoldani. Az eredményeket az Osszes forduld
teljesitménye alapjan és évfolyamonként kiilon-kiilon értékeljiik.

Az alabbi feladatok tobbségét nem csak a nevezetes kozepek segitségével lehet meg-
oldani. A versenyben természetesen minden helyes megoldast maximalis pontszammal
értékeliink.

Elvileg kiilonboz6 masodik megoldasra az eredeti pontszam legfelejbb 50 %-a adhato.

1. Legyenek a, b és c olyan pozitiv szamok, amelyekre abc = 1. Igazoljuk, hogy

ab + be + ca > Va + Vb + Ve. (6 pont)

2. Az a, b, ¢, d tetsz6leges pozitiv szamok esetén mutassuk meg, hogy
(> +a+1)0*+b+1)(+c+1)(d*+d+ 1) > 8labed. (6 pont)
Mely a, b, ¢, d szamok esetén teljesiil az egyenlGség?

3. Legyenek a, b, ¢ és d pozitiv valos szamok. Bizonyitsuk a kovetkezs egyenlGtlenséget:

16(abc + abd + acd + bed) < (a + b+ ¢+ d)>. (8 pont)

4. Legyenek a, b és ¢ pozitiv szamok. Mutassuk meg, hogy

a /b c
> 2. 10 t
ZH—cjL c~|—aJr a-+b (10 pont)

5. Legyenek a, b, ¢ olyan pozitiv valés szamok, amelyeknek 0sszege 3. Mutassuk meg,
hogy

a N b . c
14+02 14+c¢2 1+a2

3
> 5 (10 pont)
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