VL. NEVEZETES
EGYENLOTLENSEGEK

Ebben a fejezetben néhény 4ltaldnosan ismert ‘algebrai és analizis-
beli egyenl&tlenséggel foglalkozunk. Az egyenlStlenségek bizonyitasa-
val, alkalmazésaval, illetve néhiny geometriai egyenlBtlenséggel ismer-
kediink meg.

Fontosabb definicidk és tételek

1. definicié: Az @y, as, ...; @, tetszéleges valds szdmok algebrai (szdm-
jani) kozepén értjitk és A,-nel jeloljik az

1
A, = 7(a1+aa+...+a,,)

mennyiséget.

L. TETEL: Haaz a, a;; ..., a, Szdmok legkisebbikét (egyik legkiseb-
bikét) min a-vel, legnagyobbikdt (egyik legnagyobbikat) pedig max a;-
vel jeloljiik, akkor

mina; = A, = max a;.

| Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy ‘az a, as, ..., 4, szimokat nem csok-
Ikend sorrendbe rendeztiik, az Atrendezéssel kapott permutécid elemeit
jeloljiik &y, by, ..., by-nel, ahol

mina; = b,, maxa;=b, és by=by=..=b,.
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Ekkor
ay+az+...+a,  by+by+...4-b,

ming,=bh=4,= = = e = b, = max
hiszen
nby = by+by+...+b, = nb,,
azaz
0= (by—b)+(by—b)+...+{b,—by),
illetve

(bl_“bn)+(b2_bn)+"'+(bn_b1l) =0

ekvivalens atalakitisok utdn.

1I. TETEL: Ha a tetszbleges ay, a,, ..., a, szdmhoz (n+ 1)-edik elem-
ként hozzdvessziik az ay, @y, ..., a, szdmok aritmetikai kizepét, akkor ag
Ay yy ooy Oy, Gy y Szdmok aritmetikai kizepe megegyezik az eredetin
darab szdm aritmetikai kizepével, ahol a,.,= A,.

E tételt gyakran fel fogjuk haszndlni mas tételek igazoldsa sordn.

.. . i B
Bizonyitds: Definicié szerint 4,(aq, as, ..., a,) = 7(a1+a2+... ,+a,) {

1 ]
és An+1(alsa2; ---aansan+1) = 'm'(al+"'+an+An) = {
1 _nt+l :

= n+1 (J’ZA,,‘%‘A“) %_}‘1‘:1—/1" —An.

2. definicio: Az a,,a., ..., a, nemnegativ valds szdmok geometrigi
(mértani) kozepén értjiik és G,-nel jeloljiik a

=%
n

G,=(a a3 ...-a)" =Va,a;-...-a, J

szdmot,
1. TETEL: Az I. tétel jeléléseit haszndlva: 1
min q; = G, = max a,.

Bizonyitds: Ha az a, dy, ..., ¢, nemnegativ szdmok legnagyobbika
0, akkor az allitds azonnal adédik. Ha az ay, d, ..., a, szimok leg-
nagyobbika nem 0 (egyik legnagyobbika nem 0), akkor egy maximalis ele-
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met példaul az a, elemet vélasztva az ]7 G dge ... - a, = a; Allitds bizo-
Inyitando. _ 7

Egyenldtlenségiinkkel ekvivalens az n-edik hatvinyra emeléssel kapott
aay- ... -anéa;; illetve az-

| a
! T .. R
|

a, a = a4
legyenlBtlenség. A kapott egyénlﬁtienség pédig helyes, hiszen g, =max

E miatt 0 = % =1(j=1,2, ..., n)re. Teljesen hasonlé médon igazolhatd,
- &
hogy min ,=G,.

IV. TETEL: Az a4, a,, ..., a, nemnegativ szdmok geometriai kizepe
nem nagyobb, mint e szdmok aritmetikai kizepe. A két kizép akkor és
csak akkor egyezik meg, ha ay=ay=...=a,. Jeliléseinkkel: G,=A,.

Bizonyitds: Lényegében a teljes indukciés bizonyitési eljarast fogjuk
kévetni. ‘
a+a,

2
négyzetreemeléssel & rendezéssel kapott 0=(a,—a,)* mindig igaz egyen-
16tlenséggel, s6t 1athatd, hogy G,=4, akkor és csak akkor, ha 4,=a,.

egyenldtlenség teljesiilése ekvivalens a

a) n=2-re a Ya,a, =

b) Most azt igazoljuk, hogy G,=4, teljesiilése esetén fenndll, hogy
Gy, = A,, tetszdleges ay, @, ...; d, nemnegativ elemekre. Mivel

2n
Gow = V(@1 - 8)(gp1+ oo+ A2y) =
2n n
=Vaay-...-a, Vi1 Gpros oot Ggg =

== VGn(als Aoy eeny an) * VGn(an-i-lv Qpggseees a2n) 3
ezért az indukcids feltevés szerint

Gn = VAn(al’ “-san) * VAn(an+1: “'aazn) ’

iy
ahonnan az

Aay, ..na) € A (Aps1s -ees Oay)
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szdmokra alkalmazva az a) pontban bizonyitott egyenl&tlensé

GSn = VAn(als £l an) 'VAn(an+ls---sa3n) =

o VAn(als"'!an)'An(an+15 .-.,ag“) = An(ali"-san)+124n(au+19--
a+...+a, n Api1+...+a,,

- n n __ @mtay+t...+a,
2 B 2n

Gnyrt...4ay,
2n -

Ezzel a b) pont Allit4s4t igazoltuk.

5 Ay

¢) Eddig igazoltuk a G,=4, relaciét azokban az esctekben, mik
n 2 hatvany. Tegyiik fel, hogy 2*<n<2*"1 azaz n nem 2 ha
Ekkor az aj; a,; ..., a, nszdmi elemet egészitsiik ki 25+ szdmq eley
az &y, @y, ..., a, elemekhez hozzévéve az a,,,=a,,,=.. = ap+t
=A4,(a,,4a,, ..., a,)=A, elemeket!

A b) pontban bizonyitottak szerint a most mér 2**1 szimi e
Gt +1= Ah+1, Részletesen kifrva: ‘

2k+1 2k+1
CVayraz-..ca, A, A, oA = GhAf ) —n =
2 n n n

(2¥+* —p)-szer

Gtdet...+a,+ (251 _p) 4,
2k+1 »

=

azaz
; gk+1

k+1__
VAT = Mt C 0l

25'-1'1

a IL tételnek megfelelGen. Tehét

ok +1

Mindkét oldalt 2**'-edik hatvényra emelve:
G:AE]”I)-” = A£2k+1),
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onnan

As,akﬂ)
Gu - Agk-i-l_n = Alr:s
n
iz pedig éppen azt jelenti, hogy
G, = 4,,

mﬁt bizonyitani akartunk.
d) A G,=A, egyenldség nyilvinvaldan teljesiil, ha

a=a;=4dy=...= ay,
hiszen ekkor

G, (ay, gy ..., &) = Va" =a,
illetve
a+as+...+a, na

Ay=——"-—7——=

— = da.
n n

A tételben kimondott allitas igazolasdhoz elegendd mar csak azt belatni,
hogy ha legaldbb egy elem eltér a tobbi kozill valamelyikt8l, akkor
G,<A,. Feltehetjiikk, hogy ilyen elempar példéul az a, és a, szdmok.

Indirekt utat kovetve tegyiik fel, hogy a,#a,, mégis G,=4,.
Az

W-an = h+astas+...+a,

n

egyenlStlenség atirhaté a kdvetkezd alakra:

n 2M+“3+-1.+an
: V 5 2
]/alaz gy = n
a,+as

Felhasznélva, hogy a;=a, esetén — = a,ds:

n i Z
Gl’l = Vvalagaas'...'an {V[—fll%l-a—] aa..__.an =

Gtdy Gty oy ta,

—Vﬂ_ia g =2 2
- 2 2 3T = n

bizonyitott tételiink szerint.
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Ellentmondésra jutottunk, tehat valéban A,=G,, akkor é&
akkor, ha a,=a,=...=a,. Ezzel a IV. tételt igazoltuk.

3. definicié: Az ay, ay, ..., a, pozitiv szamok harmonikus kozepén é
Jitk és H, (ay, ay, ..., a,)=H,-nel Jeloljik a

B /)

1 1
— o F—

a, ay n

H, =

szdmot.

V. TETEL: 4z A1, Ay, ..., G, Szdmok minimumdt, illetve maximum
min ag-, illefve max a;-vel jeléhe min a=H,=max a,.

Bizonyitas: A

1
By =—— 1
—t—t .+
ay  as n
/i

alakrél azonnal leolvashatd, hogy az a;,a,, ..., a, szdmok harmon
kézepe az adott szimok reciprokaib6l képzett elemek aritmetikai ke

pének reciproka. Ezek alapjén az zl- =b; (i=1,2, ..., n) jelolésekkel
i

. . [ 1 1 1 ] 1 1
min b; = min |—, —, ..., = , maxbh; = —
a, " a, a, maxa; min g
Osszefiiggéseket haszndlva az 1. tétel szerint
1 5% 1 P 1
[1 1 I] a ay 7 a,
max b; = max|—, —, ..., —| = =
a,’ a, a, n
= 1 = min b,’.
max a;
A megfelel§ mennyiségek reciprokaira igy:
| : n
T ming; = — i = H, = max g,
— . 4+—
ay ay i

ezzel pedig tételiinket igazoltuk,
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VL TETEL: 4z a,,4,, ...,a, tetszéleges pozitiv szdmokra teljesil,
hogy H,=G,. Egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha ay=a,=

=...=a,.

Bizonyitds: Alkalmazzuk a geometriai és algebrai kozépre vonatkozd;
mér bizonyitott IV. tételt! A

1
H, = 1 1 1
—— .+
a fa n
n
alakbél |
1 1 1
— =
1 _ ay (12 ]
H, n
A IV, tétel szerint
72 1 1
H =V a ao 7 a, 'Il/_—alag-...-a — Gy

ghonnan valéban G,=H,. A G,=H,-re vonatkozé feltétel szintén a
IV. tétel azonnali kovetkezménye.

4. definicié: Az @y, as; ..., a, valés szdmok négyzeles (kvadratikus)
kiizepének nevezziik és Q, (@, s, ..., d)= Q,-nel jeloljiik a

0, = Va%+a§+._.+aﬁ

n
szdmot.

VII. TETEL: Ha ay, as, ..., a, nemnegativ szdmok, akkor min a;=
=, =max a;. =

Bizonyitds: 0=min a;=a, (k=1,2,...,n), maxa;=aq, miatt
a(min a,)* = al+ai+...+a’=n(max q;)? ahonnan

V?a(minrc@2 <Va%~|-a§+...+a§ ﬁVn(maxai)g
n = n = n ’

azaz min a;=(Q,=maxq;, ezzel allitasunkat igazoltuk.
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VIIL. TETEL: Tetszéleges valds ay, a,; ..., a, szdmokra Senndll,

A, a, ..., 0)=0,(a1, a3, ..., a,). Egyenldség csak akkor Iép fe
a=a,=...=a,=0,

Bizonyitds: A bizonyit4st teljes indukciéval végezziik.

a +d, = ai+aj

—_— = 3>
ez pedig ekvivalens a mindig igaz 0= (@,~a)* egyenlStlenséggel (a '
nos atalakitdsokkal kaphat6).

Tegyiik fel n=k-ra, hogy 4,=Q, a tetsz8leges ay, ay, ..., q; szée
mokra. n=k+1-re ugy igazolunk -ekkor, hogy kiindulunk az
(@ 11—a)*=0(=1,2, ..., k) azonos egyenlStlenségek 2aa, ., ,=
+a} (i=1,2, ..., k) alakjabol.

n = 2-re:

2 8
1T

Osszegezve ezen egyenlstlenségeket :

M=

X K
20,054, = _Z;(QI%+1+'ai2) = kag,,+ _2;0?,
i= i=

i

I
-

azaz !
2a41(ay+as+...qp) = kad 4 (a3 + a2+ ..ad).

Adjuk mindkét oldalhoz af ,+(ay,+...+a)® értékét:
a§+1+2ak+1(a1+a2+...+ak)+(all+...+ak)2 =

= (atagt...+aptag,,) = (k+ Dagiit@i+... +a)+(ag+... +ah
Az indukcids feltevés szerint ‘

[a1+a2+... +ak]2 - Bt+ai+.. +af
k - k ?
azaz
(at+ag+...+a)* = k(a2 +... +a),
ennek alapjén pedig
(‘114“12"‘---'_"t"l'k‘l‘“wl)2 =
= (k+ Dagii+@i+...+ad)+(ay+...+a) =

= (k+1Dag,+(k+1) (@i+ai+...+ad),
ahonnan

(ai+a,+...+a,,,)2 = (k+1)(af+ad+... +a2,).
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A kapott egyenl8tlenségb8l pedig mér azonnal kévetkezik a bizonyi-
tandé egyenlStlenség helyessége. Meg kell még mutatni, hogy egyenl8ség

csak az a;=a,=...=a, esetben lehet.
Ha a,=a,=...=a,=a=0, akkor nyilvinvald, hogy 4,=Q,, hiszen
2 2 2 2
A= ay+ast-...+a, zﬂt_:a &5 Qn:Va1+a2-|—...+a,, _ na® =
n n n m

=a. Ha viszont van az g, (i=1,2, ..., n) szdmok kozstt killonbozs,

2 g
példaul a, és a, (a;%ay,), akkor az al—;-az < i/ al;az egyenlStlenség

felhaszndlasaval (az utdbbi egyenlGtlenség ekvivalens a 0<(gy;—a,)?
egyenl&tienséggel):

a;+a
22
a,+as+az+...+a, 2 TR Tl
A,,= = -
n n
2 F] 2+ 3
V al;az +V ﬂ12 % L gt...+a,
. =
"%;’“3 + “%42"“5 tadt...+d
é n =Qﬂ!

tehat A4,<Q, adddik. Ezzel tételiinket igazoltuk.

Eddig kimondott tételeinket Osszefoglalva és egybevetve megéllapit-
hatjuk, hogy az aritmetikai kzép, geometriai k6zép, harmonikus kozép,
négyzetes kézép elnevezés indokolt, hiszen

min a; = Am Grn Hna Qn = maxa;,
tovabb4 igaz, hogy
ming,=H,=G,=A4,=0,=maxa;, ha g, =0
k=12, ..,n).

5. definicié: Az ay, a,, ..., a, szdmok k-adik hatvdnykdzepének nevez-
zitk és S®=S5®(ay, ay, ..., a,)-nel jeloljiik az

SO o [a’{+a'5+...+a§]1ik
= n
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szdmot, ahol k#0. Megjegyezziik, hogy k=-1 esetén SCV=,
k=1 esetén SW=A, és k=2 esetén SP=Q,. A bizonyitott Hy=
=A,=0Q, egyenldtlenséglinc ezek alapjin igy is irhatd: ‘

SED = 5 = g,

IX. TETEL: Ha ay, a,, ...,a, letszbleges pozitiv szdmok és 'k
akkor min ;= S® = max q;.

Bizonyitds: Mivel min g;=a;=maxa; (j=1,2,...,n), ezért k=0
esetén
n(min a;)* = a¥+ak+... +af = n(max a),

ahonnan :
(n(min ai)"]l"k _ [a'{+a’5+ +aﬁ]”k o = [n(max a, ) ]1"‘ ,
n = n L n .

azaz

min a; = §{F = max q;.

Hasonléan; ha k<0, akkor mina;=a;=maxa, (j=1,2,...,n) ese~
tén (min a))"=a%=(max a)* és ezért

7 (min a,)f '2 aftak+...+a* _ 71 (max a)"
. R AT n - n

- 1

Ed

ahonnan + -adik hatvnyra emelve a bizonyitandé min a,= S{’=max

egyenlb’tlenség adddik.

X. TETEL: Ha k pozitiv egész, akkor az ay, a,, ...,a, pozitiv s '
mokra teljesiil, hogy A,=S®. EgyenlGség csak akkor van, ha k=1,
vagy k=1 esetén ay=a,=...=a,. '

Bizonyitds: k=1-re és k=2-re mar lattuk, hogy tetszéleges n ese
helyes az egyenldtlenség. n=1-re a tétel nyilvinvaléan igaz.

Teljes indukcioval fogunk igazolni, a IV. tétel bizonyitasdhoz hasonld
gondolatmenet alapjén. 1
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a) ElGszor azt 1atjuk be, hogy n=2-re tetsz8leges k=1 egészre helyes
a tétel allitasa. Ha n=2, akkor az

[a1+a2]k< a'f-l-ag'
‘ 2 = 2

egyenlGtlenség teljesiilése igazoland6. Az a) pontban foglaltak igazo-
lasat is teljes indukcidval végezziitk: k=2-re az allitas helyes, mert az

[a1+a2]2 _ ai+ads
2 2 '

egyenlStlenség ekvivalens a 0=(a,—a,)? igaz egyenl6tlenséggel. Tegyiik
fel, hogy k=1t-re

[a1+a2]’ al +ab
2 2

[iA

Ekkor

A

[al+az]t+1 =(a1+a2]'_a1+a2 aitas ai+a,
2 2 2 2 2

az indukcids feltevés szerint. Ha sikeriil kimutatni, hogy

ait+ay a,+a, - ai*t+ajtt

2 2 2 ’

akkor bizonyitdsunk a) részével készen vagyunk. Utdbbi egyenlftlensé-
giink rendezéssel az

al*ltabt it at - apta;-ab = 2ait 4208,
illetve
alay+aiah = altt+altt

alakra hozhaté. Ujabb azonos 4talakitisokkal pedig a

0=a*l—qgla,tatt—a,abt! =

= aj(a,—ay) +as(as—ay) = (a,—as)(ai ~ab)
alakrél mar leolvashaté éllitdsunk helyessége, hiszen ¢=1 esetén
y<a,-re di<d, és a;>a,-re ai=>a, (a,=>0, a,=0).
b) Most belatjuk, hogy amennyiben tetszGleges n>1-re
A, =S¥, akkor A,,=SP.
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Az a) pontban bizonyitottak szerint

[a1+a2+...+an+a"+1+ Y ]k_
2n -

atdato s | parto+, k

n n

[a1+a2+...+an)"+[an+1+...+agn]k
_ n n ;
= 2
Az indukcids feltevés alapjan pedig
[a1+a3+...+a,,+a,,+1—i—...+a2n]k _
2n =
k k
[a1+...+a,,] +[an+1+...+a2,,]
== 2 =
di+ak+... +at + ak +...+ak,
_ R n B
— 2 —_—
_ ditd+.. +d,
_ - 2n ’
azaz
(Aan)* = (SE),
ahonnan
Ay = S,

¢) Ha tehit n 2 hatviny, akkor készen vagyunk, hiszen n=2r
n-r6l 2n-re igazoltuk a tétel AllitAsidt. Ha n=2 hatvany, akkor
haté olyan m pozitiv egész, amelyre: 2"~ '<n<2". A b) ponttal
réan igazoltuk, hogy A,.=S%. Legyen Aym=dAym(ay,as, ..
ahol a;=A,(a;, as, ..., a,) minden n<j=2"-re. Ekkor

_ (@ +...+a,)+(2"—n)4,  nd,+@2"-—n)4, _

A am 2m - 2?!1
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tovabba

A= A= SE = ’Va’f+ L+ A+ Q" —n) (4,
n - | 2m ?

k-adik hatvdnyra emelve, 2"-mel szorozva és rendezve az egyeniGtlensé-
get az
(A)f-2"— (2" —n) - (A,) = ak+... +ak

alakhoz jutunk, ahonnan

(A = a'{+...+aﬁ,
n
azaz A,=S®. Ezzel tételiinket lényegében igazoltuk. Meg kellene még
vizsgilni az A, = S® egyenldség feltételét, az a; = a,= .. =a,
(n=1, k=1) feltétel szitkséges & elégséges voltat. A bizonyitast a VIIL
tétel bizonyitdsakor alkalmazott gondolatmenet alapjin végezhetnénk el,
a,+a; ]" _aita
2 2

felhasznélva, hogy @, # a, esetén [

X1. TETEL: Ha k egész szdm és k=0, akkor az ay, as, ..., &, pozi-
tiv szdmokra S®=G,, egyenlség pedig csak az a,=a,=...=a, eset-
ben van a k=—1 esetet leszdmitva.

Bizonyitds: A bizonyitids helyessége az alibbi 4atalakitisok azonnali
kévetkezménye: k<0 esetén

1kl - 1k
® — §l-Ik) — L Y P
Sy =l (a;“‘|+...+a;“"] =11

Il

= (Va‘lkla!?‘k‘ S ” aLH )Hlkl = Gn(al! Qs -5 an) = Gn!

ahol az egyenlGtlenség a VI. tétel felhasznaldsanak eredménye is. A hat-
vanykozéprdl eddig a kovetkezSket littuk be: SCP=H,, SW=4,,
S®=Q,, tovibbd ha k egész és k=1, akkor 4,=S¥, illetve k<0
esetén S¥=G,.
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XI1. TETEL (Cauchy—Bunyakovszkij-egyenldtlenség): Ha a;
(i=1,2,...,n) tetszbleges valds szdmok, akkor

(a1by+azhs+...+a,b,) = (ai+ai+...+ad) - (b3+Dbi+...+b),
vagy roviden:

(122; a; bi)2 ;5.. ([gll alz) . (ig; b?).
azaz van olyan A#Q szdm, melyre a;=2b; (i=1,2, ..., n)

Bizonyitds: Legyen A = V@it i+ ...+ @ & B=YBE+ba+ ... + b
valamint ¢; = b d. = b -
i A s U —

ﬁ—, ahol A0, B=0, A=0, illetve B=0 ese-
tén allitasunk helyessége nyilvanvalo. (i=1, 2, ...,n).

Jeloléseinkkel

n 2 2 2
ai+as+...+a
Sd=dtt.fer=00" T
i=1 A

és

=1

x b+ b3+...+b;
d?= 1 2 B o

e 1.

Az i=1,2, ..., nre teljesild (¢;—d;)?=0 egyenlStlenségek alapjin
c-d-ﬂic"’+—1~d2 i=1,2 n)
i = 2 i 2 i ER IR ] ’

Ezen egyenlStlenségeket Gsszegezve a

i L 1 1 & | 1 4% 1 B #
— 2 [R— 2 —_— — 2 —_ 2 B i —_—— i

\ i=21 od; = :=Z1 [2 i+ 5 d,] 3 :51'1 c;+ 3 i=zl d; T + > 4
egyenldtlenséghez jutunk.

A

a;

i _bl' __l,l' - 2 = <
Ci_?’ di—f’ A= iﬂa,-, B= ,g]’_b

~po
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helyettesitéseket elvégezve a bizonyitandé egyenlStlenséggel ekvivalens

n n aibi_<
Zab=24g =l

azaz a
> ab,=AB= V(Z’ ai)- (2 b}
i=1 i=1 i=1

egyenlBtlenséghez jutunk.

Egyenl8ség nyilvinvaléan csak akkor lehet, ha ¢,=d;i=1,2, ..., n-re,
azaz Ta;_ = %, tehét g; = %bi minden lehetséges i értékre. Ezzel

tételiinket igazoltuk a B=0 trividlis eset kivételével.

A Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlStlenség felhaszndlasdval konnyfi-
szerrel kaphatjuk egy 0 bizonyitasat a szdmtani- és kvadratikus kozépre
vonatkozd tételnek. :

Valéban; b,=b,=...=b,=1 vélasztissal a Cauchy—Bunyakovszkij-
egyenl&tlenség:
(@, +ag+...+a)* = (af+az+...+aj) - n,
ahonnan
(a1 +as+...+a) _ al+tai+...+a?

= ¥

n? n

tehat 42=Q?, ami allitdsunk igazolja.

XIIL. TETEL (Bernoulli-egyenlétlenség): Barmely h=>0 valds szdmra
és n>1 raciondlis szdmra teljesiil, hogy

(L+hy = 1+nh.

Bizonyitis: Ha n pozitiv racionélis szdm, akkor felirhat6 n = % alak-

ban, ahol p=0, g=0, p=q é (p,g)=1. Igy bizonyitand6 az

(A+h)Pt = 1+ %h
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egyenlStlenség. Alkalmazzuk az aritmetikai és geometriai kdzépre wi
natkozé IV. tételt: ¥

V@+%ﬂ{u§ﬂ_up+%ﬂﬁbL““p<

g-szor (p—q)-szor

qﬁ+%@+@—®4

_ 4+pht+p—q _
) _

-

1+h,
tehat

(1+nh)y? = (14 nh)'" < 14h.

A kapott egyenlStlenséget n-edik hatvanyra emelve a bizonyitan
1+nh<(1+h)" egyenlStlenséghez jutunk. E
XIV. TETEL (Holder-egyenldtlenség): Ha P és q olyan pozitiv racie=
1

ndlis szdmok, melyek teljesitik az —g——:—? = 1 feltételt, akkor tetszilege L
POZIIY Xy; Xpy cos X, €8 Yy, Vs, ..., ¥, Szdmokra fenndll az

x1y1+x2y2+'“+xnyn =
= (f+x3+ . XDV O+ Vi L+ pDYe,

vagy roviden az
n n n
2 Xy = (2 xp)r (3 vyt
i=1 i=1 i=1
egyenlitlenség és egyenldség csak akkor dll fenn, ha

X1 X Y e X

nooy T :

Bizonyitds: Vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket :

n \

IZ'x{’=x, 2 yi=y, p=%>1, ahol k=m & (k,m)=1.
=1 ) £

i=1
Ekkor

=—% és i=1—

1
q P D k
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Uj jeloléseinkkel a bizonyitandé egyenlStlenség igy irhaté fel:

vagy végigosztva a két oldalt x¥/?yY/4-nal:

n
Z;xtyi = xMPylfs,
i=
"X, xP i/p g 1/q x? mfk (ke—m)/k
Z—i;—f—"ﬂ;—-—z[ (&) =2 () T =
Li=1 X0y y 1\ X y

A Holder-egyenlGtlenségnek ezt az alakjat fogjuk igazolni.

M=

mik o g NGe—mfk . vz :
A Z’[ ] [—‘] Osszeg barmely tagjat felirhatjuk az

y
(xf]mlk [y? ](k—m)/k
x4 X3 B

- ()6 EEE) - e

m-SzZer (k — m)-szer

aldbbi médon:

A felbontds nem mds, mint k darab szdm geometriai kizepe. Alkalmaz-
zuk a szdmtani és mértani kézéparinyosra vonatkozd IV. tételt:

b
[x.*’]’""‘ [y'?]"‘ ok m[ ]+(k ) ( ] _lax 1 p
x y = k P x q y’

minden i=1, 2, ..., n-re. Adjuk Ossze az n szdmu egyenlGtlenséget:

ZHV[x_tP)mfk [y_?](k—m)lk 2,,'(1 xp i yq]
i=1\ X ¥y i=1\pD x q y

1 i 1 n 1
i XP4+—. =—Xxt—y=—F—=1
px ig]'. q ié;.y? px qy . q
Tehat
Zn' [x_lp]mfk [J’;_?](Fc—m)]}cS ;
i1\ X y -

és éppen ezt akartuk igazolni.
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A bizonyitds menetébdl (a IV. tétel alkalmazisa) azonnal u’,‘:‘ :

p a
hogy egyenl8ség csak az -xx'— = y7, (i=1, 2, ..., n) esetben all fenn,

x xf * g o .. ;
s By, B , ahonnan egyszertien kovetkezik, hogy
y A% i
I B e T
N Yoo Y
Ezzel tételiinket igazoltuk. Megemlitjitk, hogy a Hélder-egyenlétlenség.
az y1=y2:-~=yn=]: p=q=2 esetben 5

X+t +x, = VB4t +x2-Va

alaki, ez pedig éppen a VIIIL tétel 4,=0, Aallitdsdval ekvivalens. Ha
csak az y,=y,=...=y,=1 helyettesitést végezziik el, akkor a Holder-
egyenlStlenség az 5

X1+ Xt 4 x, = (P +xE+ ..+ XY Rl

alakot 6lti, ahonnan

XXt tx, (x{’+x§+..‘+x;’]”"
n - n )

Ez az egyenlGtlenség tobbet mutat, mint a X. tétel sordn bizonyitott
hatvinykozépre vonatkozd egyenlftlenség, hiszen ott csak pozitiv egé
kitevdre igazoltunk, most pedig p tetszGleges 1-nél nagyobb raciondlis
szAm lehet.

Megemlitjiik még, hogy p=g=2 esetén a Holder-egyenlStlenség a .
Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlGtlenséget szolgaltatja.

XV. TETEL (Minkowski-egyenlgtlenség): Ha p>1 és raciondlis
szdm, tovdbbd x;;=0, ahol i=1,2, ...k, j=1,2,...,n, akkor az X
valos szdamokra teljesiil, hogy '

[+ Xaa+ o+ %007+ (Far + Xaa+ oo+ X2)°+ "'
+ o+ g+ Xt o X PP = G XB L XP)YP
+ (xﬁ =+ x2pz +.. +xf‘.3)llp +...F (xfn + xgn +... +xfn)1'fps
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| egyenléség pedig csak az
G _ Gom G (g 1=1,2,...,7)
a1, Qo Qe ’ >

esetben lehetséges. Tételiink egyenlStlensége révidebben igy irhaté fel:

k n
[g :Z, )p]llp - 2' (Z x] )1/1:_
Bizonyitis: A Holder-egyenlstlenség szerint az x;;, Xg;, ..., X, illetve
a tetszdleges pozitiv ¥y, ¥a, ..., ¥ szdmokra p =1 és -:T-l_% =1 ese-
tén teljesiil, hogy

Xy Y1+ %Xa; Vat oo+ X Ve = Oof + 28+ +xXPIVP (i yE+ . VDY,

minden j=1,2,...,nre. j=1,2,...,n esetén felirva az egyenlGtlensé-
geket és a megfelel8 oldalakat dsszeadva, valamint az yy, ¥a, ---s Vi
szdmokat kiemelve a bal oldalon; azt kapjuk, hogy

Y1+ Xag oo FX0) + Py Xpp o X)) +
+ ot Kt X X)) = O1 VL DY
AR xR+ A XY+ (3l X+ X)) P+
+ e Xt A XEIYPL
yer8l (i=1,2,...,n) iddig csak annyit tettiink fel, hogy y;>0. Le-

gyen a tovabbiakban y; = (x;+ X+ ... +x;,)” %, ekkor % = 1--—117— =
p—1 P . g .
= s 4= miatt y? = (xp+ X+ ...+ x,)7 i=1,2, ..., n).
? q p—1 yi=(at+xe ) )

Utols6 egyenlStlenségiink a bevezetett jelolésekkel igy irhat6:

(e +Xpa+ oo X007+ (Ko + Xan+ o X))+
+ o Xt Xt X))l =

= [(é’xu)“r(gn' Xg )P+ .. +(§' X e
R+ XE A XPYYP A (R X+ X, PP .
+ ot et 2B+ XD
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