Bird Bélint: Egyenlétlenségek és vektorok (megoldasok)

, s . 1-
1.  Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a v/x* +1 = _1X egyenletet.
b

Megoldas:

A négyzetgyok értelmezése miatt nyilvanvald, hogy x > 0. Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat a

\/I tényezovel, ekkor a miveletek elvégzese utan azt kapjuk, hogy
X
¢))] X+ 1 =1-x.

Mivel x>0, ezért az ismert egyenlétlenség szerint x + 1, 2,6sigy ,[x+—3 V2, ebbsl pedig (1)
X X

szerint 1-x3 \/E azaz X£1- \/E Ez azonban ellentmond az x >0 feltételnek, hiszen 1- \/E <0,
ezért a feladatnak nincs valds megoldasa.

2
2. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a v4x* - 4x+2 = — 1) egyenletet.

2x-1

Megoldas: nehany atalakitasi 1épés utan hasonldségokat fedezhetiink fol ebben és az el6z6 feladatban.

A négyzetgyok értelmezése miatt és amiatt, hogy egy tort nevezdje nem lehet zérus, azt kapjuk, hogy

. 1 , i . Lo
2x-1>0, vagyis x > 5> A tényezovel valo szorzas utan

2x-1

2 —
4x : 4x1+ 2 - \/E - (\/ZX -1 —1)2. Nyilvanvald, hogy 4x* - 4x + 2 = (2x _1)2 +1, igy az eredeti
X_

egyenlettel ekvivalens egyenlet a kdvetkezo:

(1) w=\/§—(\/2x—1—1)2.

2x -1
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4
Legyen most +/2x -1 = a, a feltétel alapjan a> 0. Ezzel (1)-bél a .| aa;rl =2 -(a-1)* egyenletet

a*+1
a2

kapjuk. Mivel

1 : :
-2 z < z ’ z . ‘
—a“ + 7 ezért (1) bal oldalan egy pozitiv szam és reciproka 6sszegének

négyzetgyoke all. igy a . /a +i2 3 /2 egyenlstlenség miatt (1)-b8l v/2 - (a -1)* = /2 kovetkezik,
a
ebbdl pedig

(2) (a-1° £0.

Ez pedig a valds szamok halmazan csak ugy lehetséges, ha az egyenlétlenségben az egyenléség esete
&ll fenn, azaz (a-1)* = 0, vagyis csak a =1 valdsulhat meg. Eszerint J2x =1 =1, ahonnan egyszeri
szamolassal adddik, hogy x =1. Ellenérizhet6, hogy ez valéban megoldasa az eredeti egyenletnek,
behelyettesitéskor mindkét oldal szamértéke J2.

3. Oldjuk meg a val6s szamparok halmazan a

6 5 -
\flog . x+10g. 9 = \/3x log,®3+log, 729 - (log, 3)x Iogs(1+ \/V) qyenletet,

ylog, 3

Megoldas: (vazlat)
a logaritmus értelmezése miatt X >0 és x 11, a négyzetgyok értelmezésébdl y 3 0 kdvetkezik, ennek
megfeleléen 1+ \/V 31, és ezzel Iog3(1+ \N)?’ 0. Ugyanakkor nyilvanvalo, hogy log, 3 pozitiv

szam. A log, x = a helyettesitéssel egyrészt log, 3 = 1, masrészt log, 9 = log, 3° = 2xl, illetve
a a
log, 729 = log, 3° :6x1,a log, 3>0 miatt 1>0,é5|’gy a>0.
a a

Ezeket a jeloléseket hasznalva, a kiilonbdz6 gyokkitevos kifejezéseket azonos gyokkitevoji
kifejezésekké irva és a feltételeket figyelembe véve a kiinduld egyenletet atalakithatjuk. Ekvivalens
atalakitasok utan az

(1) (a* —1)? = —a*-logs(1+.[y)

egyenletet kapjuk.
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A feltételek miatt (1) jobb oldala nem pozitiv, bal oldala nem negativ, ez csakis ugy lehet, ha mindkét
oldal zérus. Eszerint a* =1 és Iog3(1+ \N): 0. A feltételek szerint ebbdl a =1, illetve log, x =1,

valamint 1+ \N =1 kdvetkezik, innen pedig x =3 és y = 0. Ez a szampar a feladat egyetlen
megoldasa.

4.  Oldjuk meg az (5* - 2*‘2)2 + 2 Ig(5x + 2*‘2): x egyenletet a valds szamok halmazan.

Megoldas: mivel az 5, és a 2 tetszéleges valos Kkitevéji hatvanya pozitiv, ezért nyilvanvalo, hogy a
Ig(5X + 2*‘2)Iogaritmikus kifejezés numerusza is pozitiv. Vezessik be az 5* =a, ésa 2** =b

X

jeloléseket, az utébbibdl 27 =D, illetve 2* = 4b azonnal adodik. A hatvanyozas azonossaganak

alkalmazasaval 10* = 4ab . Mivel a >0, valamint b > 0, ezért mindkét oldal 10-es alap( logaritmuséat
véve x =lg4ab. Ezekkel a jeldlésekkel az eredeti egyenlet alakja:

1) (a-b)* +1g(a+b)’ = Ig4ab.

Az (1) egyenlet atrendezésével és a logaritmus azonossaganak alkalmazasaval kapjuk, hogy

4ab
2 a-b) =lg—.
) (a-b)* =g (a0
Kénnyen belathatjuk, hogy (a+b)’ 3 4ab, igy % £1. Ebbél pedig a 10-es alapu
a+
logaritmusfiiggvény szigorian monoton névekvé tulajdonsaga miatt Ig% £ 191, vagyis
a+
Ig% £ 0 kovetkezik. Ez (2) alapjan azt jelenti, hogy (a - b)2 £ 0. Az utobbi egyenlétlenségben
a+
nyilvan csak az egyenléség allhat fenn, eszerint pedig a=b.
C 2 ox2 vaavis 820 4 nin e g4
Ha a =D, akkor 5 =2"“, vagyis gg+ = 4. Mindket oldal 10-es alapu logaritmusat véve x = —
eog g~
J 5
vagy masként x = Izlg—A]5 . Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért a kapott valos szam val6ban
gz-19g

megoldasa az eredeti egyenletnek.
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5. Oldjuk meg a valds szdamharmasok halmazan a kdvetkezé egyenletrendszert:
x+y+(zz—82+14)x X+y-2=1, 2X+5y+./xy+z=3.

Megoldas: vizsgaljuk meg elébb a feltételeket. Az elsé egyenletbdl lathatjuk, hogy, hogy x+y 3 2,
ugyanakkor x +y =2 nem lehetséges, mert ekkor az egyenletben a bal oldal értéke 2, a jobb oldal
értéke 1 lenne. Tehat csakis x +y > 2 lehetséges.

Ebbél az is kdvetkezik, hogy ha bevezetjik az a = \/x + y - 2 jeldlést, akkor a>0.
Ezzel a jeldléssel az elsé egyenlet alakja 0-ra rendezve:

(1) a?+1+(z2-8z+14)xa=0

Mivel a >0, ezért (1) mindkét oldalat oszthatjuk a-val, majd atrendezés utan azt kapjuk, hogy:

(2) a+1:-zz+82—14.
a

Az a-ravonatkozo feltétel miatt a + i 32,igy (2)-bdl - z° +8z -14 3 2 kovetkezik, ebbdl pedig

(3) 22 -8z+16£0.
A (3) egyenlétlenség bal oldalan teljes négyzet all, ezért (z - 4)2 £ 0. Az utobbi egyenlétlenségben

azonban csak az egyenléség allhat fenn, ezért z = 4. Ez azt is jelenti, hogy az a + é 32
egyenlétlenségben is egyenléség van, igy a =1, ebbdl pedig rovid szamolas utdn x + y = 3 adodik.
A z=4 ésaz y =3 - x amasodik egyenletbe irva, néhany atalakitasi lépés utan a

Xx(3-x)+4=3-2x- 5X(3 - x) egyenletet eredményezi. A miiveletek elvégzése és rendezés utan
ebbél a - x* +3x + 4 = 3x -12 egyenletet kapjuk. Innen példaul négyzetre emeléssel és rendezéssel
a 2x* -15x + 28 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei x, =4 és x, = % Ennek

megfeleléen y, = -1¢és y, = —%. Az x, = g; y, = —%; z, = 4 szamharmas nem elégiti ki a masodik

egyenletet, az x, = 4; y, = -1; z, = 4 szamharmas mindkét egyenletet kielégiti, ezért ez a feladat
egyetlen megoldasa.
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6.  Oldjuk meg a valés szamharmasok halmazan a x + 2y +3z = ZX(\/X ~1+42y -1++/3z —1)
egyenletet.

Megoldas: a négyzetgyok értelmezése miatt x 31; y 3 % és z3 % egyszerre teljesil. Az egyenlet

jobb oldala akkor és csak akkor lehet zérus, ha mindegyik négyzetgyokds kifejezés nulla. Ha ez

megvaldsulna, akkor x =1; y = % és z = % egyszerre lenne igaz, de ekkor a bal oldal értéke is nulla
kellene, hogy legyen, mikozben ezekkel a szdmokkal x + 2y +3z = 3. Ez azt is jelenti, hogy x =1;
y :% és z :% egyszerre nem allhat fonn, igy az x31; y 3% és z 3% feltételek alapjan

X+2y+3z-3>0.

Tekintsiik most az l\J/(\/X -1, /2y -1, /32 - 1) ésa V(2; 2; 2) vektorokat. A bevezetésben emlitettek

szerint a két vektor skalaris szorzata éppen a megoldando egyenlet jobb oldala. Ezért a skalaris szorzat
VoV _ VLV - o .
uxv = |ujx|v|xcosj definicioja alapjan:

(1) 1/x+2y+3z—3x\/ﬁxcosj:x+2y+3z.
Vezessik bea ¢ = /x+ 2y +3z - 3 jeldlést, ezzel az (1) egyenletbdl azt kapjuk (a V12 =2x4/3
azonossagot alkalmazva), hogy:

) 2x/3xcxcosj =c? +3.
. : . ) . ¢*+3 . _ .
Az x+2y+3z-3>0 feltétel miatt ¢ >0, ezert (2)-bél cosj = ,ésmivel cosj £1, ezért
2x+/31c
c’+3
(3) £1.
2x/31¢c

A (3) egyenlétlenségbél ekvivalens modon kovetkezik, hogy ¢ - 2xy/31c+3£0, azaz:

4) c-+3f £o.

A (4) ismét olyan egyenlétlenség, amelyben csak az egyenléség esete allhat fenn, ezért ¢ = /3.
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Ha a kapott értéket behelyettesitjik példaul a (2) egyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy cosj =1, tehat
Vx-1_42y-1_J3z-1
2 2 2

valds szam. Ebbél a kiindul6 egyenlet alapjan kovetkezik, hogy 12k* +3 =12k , ebbdl a
4k* - 4k +1=0 egyenletet kapjuk.

=k,ahol k>0

Jj =0°,ezértaz U és v vektorok egyiranyuak. Eszerint

Ennek egyetlen valos megoldasa k = % hiszen 4k* -4k +1= (2k —1)2. A k :% szerint pedig

Vx=1_42y-1_3z-1

5 5 5 = % innen egyszerii szamolassal adddik az egyenlet egyetlen megoldasa,

azx=2,y=Lz= % szamharmas.
A feladat természetesen mas médon is megoldhat6. Példaul az a=+/x-1; b=,/2y -1 ésc=+/3z-1
helyettesitések bevezetésével az egyenlet 0-ra rendezett alakjaban az egyenlet egyik oldalan teljes

négyzetek dsszege all, de alkalmazhatjuk a Cauchy-egyenlétlenséget is. A fenti megoldas érdekessége
abban all, hogy a feladatot igy is meg lehet oldani.

7. Adjuk meg azokat az x,y,z,t valés szamokat, amelyek egyidejiileg kielégitik a kdvetkez6

egyenletet és egyenl6tlenséget: x+y +z = g és Ax -1+ J4y-1+/47-132+3"2,

Megoldas: tekintsiik az l\J/(x/4X -1; /4y -1; 4z - 1) ésa V(L 1, 1) vektorokat. A két vektor skaléris

szorzata éppen a feladatbeli egyenlstlenség bal oldala. Ugyanakkor |l\,ll| = JAx+4y+4z7 -3 és |\\/| =3
. Mivel a feladatban adott voltaz x+y+z = g egyenldség is, ezért egyszerii szamolassal kapjuk,

hogy |l\,ll| = /3, vagyis az U és vV vektorok hossza egyenld. A skalaris szorzat definicidja szerint
Jax -1+ 4y -1++/42-1=+/3x/31cos] , ezzel az egyenlétlenség:

(1) 2+37"% £3xc0sj .

Mivel cosj £1, ezért (1)-bol 2 + 32 £3 illetve 3% £1. Ez a 3-as alapu exponencidlis flggvény
szigortan monoton névekedése miatt csak gy lehetséges, ha /t -2 £ 0. Mivel azonban vt -2 a

valds szamok halmazan nemnegativ kifejezés, ezért csak Jt-2=0,azaz t = 2 allhat fenn. Innen az
kovetkezik, hogy az (1) egyenlétlenségben egyenldség van, azaz cosj =1, vagyis j = 0°, tehat az U
és v vektorok egyiranylak. Ha pedig U és v egyenld hosszlsagu és egyirany vektorok, akkor ez a
két vektor egyenld, ezért a megfelel6 koordinataik rendre megegyeznek. Ebbol v4x -1=1;
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J4y-1=16és <4z -1 =1 kovetkezik. Innen egyszerii szamolassal adédik a feladat egyetlen

%; t = 2 szamnégyes. Ez megfelel annak a kezdeti feltételnek is,

megoldasa, az x—i' y—i' z
1 2! 2!

hogy a négyzetgyok tulajdonsaga miatt x 3 % y3 % z3 % :

8.  Oldjuk meg a val6s szamharmasok halmazan a
2

2 2
VX2 =16 +,/y? -8 ++/2% -3 :%—12 egyenletet.

Megoldas: konnyen belathatd, hogy x* 316, y> 38, z° 3 3. Ezekben a feltételi egyenlétlenségekben
azonban nem lehet egyszerre egyenléség, mert akkor az egyenlet bal oldala nulla lenne, mig a jobb
oldal pozitiv, ezért x> +y? +z° -27>0.

Legyen l\,ll(\/Xz -16; \/y? -8; 7% - 3) és V(L; 1; 1) két térbeli vektor, a két vektor skaléris szorzata

éppen a megoldandé egyenlet bal oldala. A két vektor hossza |l\,ll| = \/xz +y2+22-27 és |\\//| =J3.A
skalaris szorzat definicidja és az egyenlet szerint:

X2+y2+22

(1) —12:\/x2+y2+22—27x\/§xcosj .

Hamost a 4/x? +y? + 22 - 27 = ¢ helyettesitést alkalmazzuk, akkor egyrészt x* + y2 + 2% - 27 >0
miatt ¢ >0, méasrészt (1)-b6l rendezés utan:

c?+3
2x\/§xc

=CosjJ .

(2)

Ebbél pedig a cosj £1 alapjan ugyanarra az egyenlétlenségre jutunk, mint a 6. feladat (3)

egyenlétlensége, ezért most is ¢ = /3, ebbél pedig x2 + y? + z2 = 30 kovetkezik. Ugyanakkor a 6.
feladathoz hasonl6an most is j = 0°, azaz a vektorok megfelel6 koordinatai aranyosak, tehat hogy

Vx?-16 4y’ -8 z2-3
1 1 1
y2 =x?-8és z* = x*-13,eztaz x* + y* +z? = 30 osszefiiggésbe helyettesitve x> =17, y> =9 és

, vagyis Vx> -16 = \/yz -8 =+/2% - 3. Innen kénnyen adddik, hogy

z° = 4. A feladat megoldasai tehat az x = +17; y = £3; z = £2 sz&mokbol képezheto (x; Y; z)
szamharmasok.
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9.  Oldjuk meg a val6s szamharmasok halmazan a

Ho + 2 + 2
\/%+sin2x+\/%—sinzyh/lﬂgzz:Sm X COZS y+1g Z+%egyenletet.

Megoldas: egy trigonometrikus azonossag szerint 1-sin® y = cos® y, ezért az egyenlet a
Ho + 2 + 2
\/% +sin® x + \/%+ cos’y +4/1+1tg?z = S X COZS y+ig'z +% alakba irhat6 at. Innen pedig az

elézéekben latott madszerrel a feladat konnyen megoldhatd. Természetesen mas uton megoldhatjuk a
feladatot, lehet példaul a bal oldali négyzetgyokds kifejezéseket egy-egy bettivel helyettesiteni.

A megoldas kivitelezését az olvasora bizzuk.

10.  Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges x;y valos szamokra fennall a 3x + 4y £ 5x,/x* + y?
egyenlétlenség.

Megoldas: legyenek U (3; 4) és V(x; y) a derékszogii koordinatarendszer (x; y) sikjéban fekvé
vektorok. Nyilvanvalo, hogy U xv = 3x + 4y . Ugyanakkor |l\JI| =5 és |\\/| = x> +y?.
A vektorok skalaris szorzatanak definicidja szerint pedig U+v = |l\JI|X|\\;| xcosj , igy

3x+4y =5xx*+y®xcosj .

Mivel cosj £1, ezért az elézé egyenletbsl a 3x + 4y £5x,/x* + y? egyenlotlenség kovetkezik, ez
pedig éppen a bizonyitandé allitas.

11. Bizonyitsuk be, hogy, ha a,b,c olyan pozitiv valds szamok, amelyekre a+b+c =2, akkor
J6a+1++/6b+1++/6Cc+1<7. (R6ka Séandor dtletébsl)

Megoldas: a feltételek miatt a négyzetgyokos kifejezések alatt szereplé szamok mind pozitivok.

Tekintsiik az U(L; ;1) és \\//(\/Ga +1; 4/6b +1; /6 + 1) térbeli vektorokat.

A bizonyitand6 egyenlétlenség bal oldala a két vektor skalris szorzata.

A vektorok hossza |l\J/| = /3 és |\\//| =./6a+6b+6c+3, utdbbiraaz a+b+c =2 feltétel miatt

|\\//| =15 teljesiil. Eszerint v6a+1++/6b+1++/6c+1= ﬁx\/ﬁxcosj ,ahol J az U és v vektorok
altal bezart szog.
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Nyilvanvald, hogy cosj £1, ezért /6a+1++/6b+1++/6¢c +1 =+/3x4/15xcosj £ /45 . Ugyanakkor
45 <49 ebbél a +/6a+1++/6b+1++/6¢c+1 <7 allitas azonnal adédik.

12. Egy haromszdg a;b;c -vel jeldlt oldalaira fennall, hogy a + bx+/3 +cx+/5 = 2007 és
a® +b? +c? = 447561. Mekkorak a haromszog oldalai és szogei?

Megoldas: tekintsiik a hA&romszdg oldalhosszait egy térbeli vektor harom koordinatajanak, azaz legyen
l\J/(a; b; c), legyen tovabba \\/I(l; J3; \/E) ekkor az a +bx+/3 +cx+/5 = 2007 egyenlet bal oldala a két
vektor skalaris szorzata. Ezzel |l\J/| = /447561 = 669 és |\\//| =3.

Lathat6, hogy Uxv = |t\JI|X|\\/| , hiszen 669x3 = 2007, ez csak akkor allhat fenn, ha a két vektor

egyiranyu, azaz koordinataik aranyosak.
Eszerint:

(1) ==

(1)-bdl kévetkezik, hogy b = ax+/3 és ¢ = ax+/5, innen pedig a® +3a? +5a? = 447561, azaz
a® =223 ésigy a =+/223. A haromszog oldalhosszai tehat a = /223, b =+/669 és ¢ =+/1115.

A haromszog szogeinek kiszamitasahoz elegendd az 1; +/3; /5 oldalti haromszog szdgeit kiszamolni,

hiszen ez hasonlé az eredetihez. Két koszinusztétel felirasabdl kapjuk a szdgek kozelito értékeit:
a=253°%b =47,9°¢9g =106,8°.

13. Az ABC és A B,C, haromszogek oldalai AB =c¢,BC =a,CA=b;
AB, =c¢,,B,C, =a,,C,A =b,.Bizonyitsuk be, hogy az ABC és A B,C, haromsztogek akkor és
csak akkor hasonlok, ha yf/ara, +,/bxb, +,jcxc, = /la+b+c)i(a, +b, +c,).
(OKTV II. kateg6ria 93/94/2.)

Megoldés: a két haromszdg akkor és csak akkor hasonlo, ha a megfelel6 oldalak ardnya egyenlé, azaz,

haizﬁ:i,vagymésként Ja = Vb = Ve

a b ¢ Ja i Vb, i Je,
Legyen U(va; vb; v/c) és Y|/, ; /b, \/c, ), ahol a két vektor koordinatai a feltételek miatt mind
va _ b _ e
Ja, b e

teljestl, ha UxV = |l\J/|X|\\/|. Konnyen lathat6, hogy U1V = \fara, +.foxb, +./cxc, és

akkor és csak akkor

pozitivak. A két vektor akkor és csak akkor egyiranyu, tehat

U «[V| = @+ b +c)x(a, +b, +c,). Ebbél azonnal kovetkezik a feladat allitasa.
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14. Adjuk meg az 6sszes olyan valos szamharmast, amelyre a 3x + 4y +5z 3 50 és
x? +y? + 2% =50 egyszerre teljesil.

Megoldas: legyen U(x; y; z) és V(3; 4; 5) két térbeli vektor. A felirt egyenletbdl kovetkezik, hogy
U] = /50 , ugyanakkor V| = V32 + 4% +57 = /50, A két vektor skalaris szorzata a 3x + 4y +5z 350

o 7 ;. T . \V vV \"{I\% - - .
egyenldtlenség bal oldala. A skaléris szorzat definiciéja szerint Uxv = [u[x|v|xcosj , ahol § a két

vektor altal bezart szog.
Eszerint 3x + 4y +5z =50xcos j , mivel azonban 3x + 4y +5z 3 50 is teljesl, ezért cosj 31.

Nyilvanvalo, hogy cosj >1 nem lehetséges, igy cosj =1. Ebbol egyrészt azt kapjuk, hogy a
3x + 4y +5z 350 egyenlbtlenségben az egyenléség all fenn, masrészt azt, hogy a két vektor
egyiranyu, azaz megfelel6 koordinatéik aranya allandd, vagyis:

© - I=2=Z .

Ezt az allandot k -val jellve x = 3k; y = 4k; z =5k . Ezzel az x* + y® + z* =50 egyenletbél azt
kapjuk, hogy k* =1.

A k=1 értékre x =3; y =4; z =5, ez a szdmharmas kielégiti a feladatban szerepl6 mindkét
Osszefliggést. Ha k = -1, akkor x = -3; y = -4; z = -5, ez a szdmharmas nyilvan nem megoldasa a
feladatnak.

15. Adjuk meg az 6sszes olyan valos szamharmast, amelyre a 5x + 7y +11z £ -195  és
X +y? + 2% =195 egyszerre teljesil.

Megoldas: legyen U(x; y; z) és V(5; 7;11) két térbeli vektor, a két vektor skalaris szorzata éppen a
feladatban szerepl6 egyenlétlenség bal oldala. Ez azt jelenti, hogy UV £ -195.

A vektorok hossza pedig |l\,ll| = X2 +y?+7% =4/195 és |\\/| =+/5° +7% +11% =+/195 .
A skaléris szorzat definici6ja szerint UV = |l\J/|X|\\//|XCOSj ,azaz Uxv £ -195 alapjan 195xcos j £ -195,
vagyis

(1) cosj £-1.

Nyilvanvalo, hogy (1)-ben csak az egyenléseg allhat fenn, tehat cosj = -1. Ebbol kdvetkezik, hogy
Jj =180°, tehataz U és v vektorok ellentétes iranyuak, vagyis az egyik vektor a masik negativ valos

szamszorosaként allithato el6. )
Ekkor a két vektor megfelel6 koordinatadinak hanyadosa allando negativ szam. Igy

@ XYooy,

ahol k <0 valds szam.
(2)-bél kdvetkezéen x =5k; y = 7k; z =11k ésigy az x> + y? + z? =195 egyenlet miatt k> =1.
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A feltételek miatt az utobbi egyenletnek csak a k = -1 megoldasat vehetjik figyelembe, ebbél pedig
azonnal adodik, hogy x = -5; y = -7; z = -11. Szdmolassal ellenérizhetd, hogy ez a szamharmas a

feladatban szereplé mindkét 6sszefliggésnek eleget tesz, behelyettesitéskor az egyenlétlenségben az
egyenldség esete all fenn.

16. Oldjuk meg a természetes szamokbdl all6 szamnégyesek halmazanaz x+y+z = 2t,
x? +y? + 2% =100 egyenletrendszert.

Megoldas: t = 0 esetén nyilvanvalé x =y =z = 0 kell legyen, ez a szamharmas azonban nem elégiti
kiaz x?+y?+z% =100 egyenletet. igy csak t > 0 lehetséges.
Legyen U(x; y; z) és V(1;1; 1) két térbeli vektor, a két vektor skalaris szorzata az elsé egyenlet bal

oldala. A két vektor hossza: |l\,ll| = Jx?+y?+2z% =10 és |\\//| = /3. A vektorok skalaris szorzatanak
definicioja alapjan 10x\/§xcosj = 2t, azaz:

¢))] cosj =

Mivel cosj £1, ezért (1)-b6l kdvetkezéen t £5x+/3. Eszerint t csak az 1; 2; 3;4;5;6; 7és8

természetes szamok valamelyike lehet.
Egyszertien belathatd, hogy t =1 nem lehetséges, mert az ebb6l adddd x + y + z = 2 egyenletnek csak

a (2;0; 0) vagy az (L; 1; 0) szamharmasok (és ezek 6sszes permutéciéi) a megoldésai, ezek azonban
nem elégitik ki az x* + y® + z? =100 egyenletet. Hasonldképpen lathatjuk be, hogy t =2 és t =3
sem megoldas. Nem lehetséges t = 4 sem, mert innen az x + y + z =8 egyenletet kapjuk, és ha az
ebben szereplé szamok legnagyobbika 8, akkor a méasik ket szam zérus, az igy adodo szamharmasok
azonban ismét nem megoldasai az x* + y? + z> =100 egyenletnek.

A t=5 esetén x+y+z =10, ennek megoldasa a (10; 0; 0) szdmharmas és ez kielégiti az

x> +y% + 2% =100 egyenletet is. Egyszerii szamolassal kapjuk, hogy t =7 esetén x+y+z =14, az
utobbi egyenlet megoldasai a (8; 6; O) szamharmasok 6sszes sorrendjei és ezek megoldasai az

x> +y%+12% =100 egyenlet. A t =6 és t =8 szamokra nem kapunk megfeleld megoldast.

Az eredeti egyenletrendszer megoldasai tehat a (10; 0; 0; 5) és (8; 6; 0; 7) szamnégyesek, ahol a
megfelelé szdmnégyesek elsé harom tagja tetszélegesen sorba rendezhetd, ez 6sszesen 9 megoldas.

17. Oldjuk meg a természetes szamokbdl all6 szamnégyesek halmazan az x +y + z = 5t?,
x? +y? + 2% = 9t? egyenletrendszert.

Megoldas: legyenek U (x; y; z) és V(1;1;1) térbeli vektorok, skalaris szorzatuk az elsé egyenlet bal
oldala, vagyis UV =5t2. Az ! vektor hossza |l\,ll| = X2 +y?+z% ésmivel t 20, ezért a masodik

egyenlet szerint |l\,ll| =3t,a vV vektor hossza pedig |\\//| = /3. A skalaris szorzat definicioja miatt;
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(1) 3tx+/31cosj = 5t°.

Az (1) egyenlet egyik megoldasa nyilvan t = 0, ekkor az eredeti egyenletek csak gy teljestlhetnek,
haaz x; y; z természetes szamok mindegyike zérus, vagyisaz x =y =z =t = 0 szamnégyes az

egyenletrendszer egyik megoldasa. Ha pedig t * 0, akkor pozitiv egész, igy (1)-bél:

(2 cosj =

Kdnnyen belathato, hogy ha t 3 2, akkor cosj 31, ezért ez nem lehetséges. Eszerint csak t =1
valosulhat meg, ekkor a kiindul6 egyenletek x+y+z =5 és x* + y® + z* = 9. Az utébbibol
kovetkezik, hogy az x; y; z természetes szamok legnagyobbika nem lehet nagyobb 3-nél, legyen ez a
legnagyobb szam x. Ha x = 3, akkor a mésodik egyenletbdl kdvetkezéen y =z =0, de az

x =3; y=0; z=0 szdmharmas nem elégiti ki az els6 egyenletet, ezért ez nem megoldas. Az

X =2; y = 2; z=1 szamharmas azonban mindkét egyenletet kielégiti. A feladatnak a t =1 érték
mellett 6sszesen hdrom megoldéasa van, hiszen a (2; 2; 1) szamok barmelyik permutacioja megfeleld.
Az x =y =1z=t=0 szdmnégyessel egylitt ez négy megoldas.

18. Oldjuk meg a valos szamharmasok halmazan az x* + y* + z* = 2025 és

7x* +11y* +19z° = 2006 egyenletekbél allé egyenletrendszert.
y gy ay
(dr. Pintér Ferenc &tletébol)

Megoldas: tekintstik az l\J/(XZ; y?; zz) ésa V(7;11;19) vektorokat, a két vektor skaléris szorzata a
7x? +11y? +19z% = 2006 egyenlet bal oldala.

Mivel |l\J/| = Jx*+y*+2z* =45 és |\\//| = /7% +11% +19% = /531, ezért a két vektor altal bezart szdget

) ) _ ) i 2006
-vel jeldlve 45x+/531xcosj = 2006. Ebbdl azt kapjuk, hogy cosj = ——— >1, ez ellentmond a
| J ] PJ ay ] 457 \/ﬁ

cosj ertelmezésének, ezért az egyenletrendszernek a valds szamharmasok halmazan nincs
megoldésa.

19. Oldjuk meg a valds szamok korében az xx+/1+ X ++/3 - x = 2x4/x* +1 egyenletet.
(dr. Pintér Ferenc)
Megoldas: a négyzetgyok értelmezése miatt -1£ x £ 3.
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Tekintsiik az U (x;1) ésa v (\/1+ X; V3 - x) vektorokat. Ekkor egyenletiink a kdvetkezé alakba irhato:

L) Uy = (U[x[V] .

Az (1) egyenléség akkor és csak akkor allhat fenn, haaz U és v vektorok egyiranyuak, azaz a
megfelel6 koordinatak aranya allando. Az x = 0 nem megoldésa az egyenletnek, ezért az aranyokat a

itx _ v3 - x alakba irhatjuk, ahonnan négyzetre emelés és rendezés utan kapjuk, hogy
X

x® -3x* +x+1=0. Ennek az egyenletnek a bal oldala szorzatta alakithato:
2) (x—l)X(xz—Zx—l):O.

Mivel a =+/3-x egyenletbdl lathatéan x >0, ezért a (2) egyenlet gyokei x, =1 és

J1+X
X

X, =1+ V2. Szamolassal is ellendrizhets, hogy ezek valdban megoldasai a feladatnak.

20. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan az xx+/1-9x> +3xxy/9 - x> =3 egyenletet.

Megoldas: az egyenlet bal oldalan az elsé négyzetgydk miatt x> £ % , ekkor a mésodik négyzetgyok
alatti kifejezés pozitiv. Eszerint - % £EXE % . Ugyanakkor a négyzetgyokos kifejezések szorzotényezoi

miatt x >0, igy végul a kiszamitando ismeretlenre vonatkozo feltétel: 0 < x £ 3

Tekintsiik a kivetkezs két vektort: U (\/1 - 9x?; 3x) és Vv (x; V9 - x? ) vilagos, hogy a két vektor
skalaris szorzata a megoldand6 egyenlet bal oldala. A két vektor hosszéra azt kapjuk, hogy

|l\JI|:\/1—9X2 +9x% =1, illetve |\\/|:\/x2 +9-x?=3.

Maésrészt a skaldris szorzat definicidja szerint Uxv = 3xcosj , igy az egyenletbsl cosj =1, azaz
J = 0° kovetkezik, vagyis az U és v vektorok egyiranyuak, tehat koordinataik aranya egyenls.
Eszerint:
1-9x2 3x
1) =

X 9- x?
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Az (1) egyenletbél ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy 82x* =9, amelybsl x* = 8% illetve

X=% Az 0< X £% feltétel szerintaz x = 3 gyok nem megoldasa a feladatnak.

V82

é‘w
w N

Az x =——— megfelelaz 0< x £ 3 feltetelnek, és behelyettesitessel ellenérizhets, hogy kielégiti az

V82

eredeti egyenletet, ezért x = 3 a feladat egyetlen megoldasa.

V82

21.  Bizonyitsuk be, hogy az (x +1)1+/7x - 3 - v/8x(x - 2) = v/14x® - 4x? + 25x + 25 egyenletnek a
valds szdmok halmazan nincs megoldasa.

Megoldas: tegyiik fel, hogy az egyenletnek van megoldasa a valds szamok halmazan, és keressik meg
a megoldasokat!

. s . 3
Ha x megoldés, akkor az x valos szamra teljesil, hogy 7x -330, azaz x 3 —.

Ekkor a 14x® - 4x? + 25x + 25 = 2x2 1 (7x - 2) + 25x + 25 alakbdl lathatéan fennall az is, hogy

14x° - 4x* + 25x + 25 > 0, vagyis az egyenlet bal oldalan all6 négyzetgyokos kifejezés értelmezve
van a valds szdmok halmazan.

Definidljuk az d(x +1; - x+ 2) és a V(y7x - 3; /8 vektorokat, ezek skalaris szorzata az egyenlet bal
oldala.

A két vektor hossza: |l\JI| =y2x? -2x+5 és |\\//| =\J7x+5. Egyszerii szamolassal adodik, hogy
|l\J/|X|\\//| = \14x® - 4x? + 25x + 25 , ez pedig éppen az egyenlet jobb oldala.

Eszerint UxV = |l\,I/|X|\\//| , ez pedig csakis gy lehetséges, ha a két vektor egyiranyd, azaz megfelelé
koordinataik hanyadosa &llandd. Ebbol kdvetkezik, hogy:

(1) x+1 :—x+2
VTX =3 \/§

Ha a kiindul6 egyenletnek van megoldasa, akkor (1)-nek is van.
Eddigi feltételeinket médositanunk kell, mert az (1) egyenletben 7x - 3> 0, tehat (1) bal oldala
pozitiv, igy a jobb oldal is az, vagyis teljesilnie kell a - x + 2 > 0 egyenlétlenségnek. Ez azt is jelenti,

hogy % <X<2.
Az (1) egyenletbdl négyzetre emelés és rendezés utan a

2) 7x° -39x* +24x-20=0

egyenletet kapjuk. Egyszerii szamolassal adodik, hogy a (2) egyenlet egyik valos gyoke x;, =5.
Innen példaul polinomosztassal adédik, hogy 7x° - 39x2 + 24x - 20 = (x - 5)x(7x? - 4x + 4).
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A 7x* - 4x+ 4 = 0 masodfok( egyenletnek viszont nincs valés megoldasa, mert a diszkriminansa
negativ, igy (2) egyetlen megoldasa x, =5. Ez viszont nem teljesiti a - < x <2 feltételt, igy az

eredeti egyenletnek valoban nincs megoldasa a valos szamok halmazan.

22. Oldjuk meg a val6s szdmharmasok halmazan a +/5x (xz + 2yzj+

J6ly? +22x) + /522 + 2xy) = 4(x + y + 2) egyenletet.
(dr. Pintér Ferenc feladata; X1I. NMMV, Eger)

Megoldas: az egyenlet jobb oldala miatt x +y + z 3 0. Az egyenlet bal oldala pedig az l\,ll(\/g; J6; \/E)

ésa \\//(\/x2 +2yz; Y2 +22x; |22 + 2xy) vektorok skaldris szorzata, az utobbi vektor koordinatai a
négyzetgyok értelmezése miatt nyilvan nemnegativ kifejezések.
Konnyen lathatd, hogy |l\,ll| =4 ésaz x+y+z30 feltétel miatt |\\/'| =J(x+y+z) =x+y+z.

Eszerint az egyenlet egyik oldala az U és v vektorok skalaris szorzata, a masik oldal pedig ugyanezen
két vektor hosszanak szorzata. Ez akkor és csakis akkor all fenn, ha a két vektor altal bezart szogre
J =0°, azaz a két vektor egyiranyd, és igy a koordinataik aranyosak.

Ebbdl kovetkezik, hogy:
X*+2yz _ yP+2x 1% +2xy

1

@ 5 6 5
Az (1) egyenletrendszerbsl x2 - z2 = 2yx(x - z), tehét x =z, vagy x+z = 2y.
Ha x =z, akkor

(2)

x> +2xy _ y*+2x
5 6

A (2) egyenlethsl 4x* -12xy +5y? =0 kovetkezik, ebbdl pedig y = %x, vagy y = 2x adodik.

Az egyenlet megoldasai ekkor az %a; %a; a? ésaz (a; 23, a) szamharmasok, ahol a 3 0, (tetszéleges)
e ]

val6s szam.
Ha pedig x +z = 2y, akkor visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

x> +2yx(2y - x) _ y® +2xx(2y - x)
©) = :
5 6
A (3) egyenletbsl a miiveletek elvégzése és rendezés utan kapjuk, hogy 16x> - 32xy +19y* =0,
Ennek a masodfoku egyenletnek az x = y = 0 megoldasa, ekkor nyilvan z = 0 is teljesul.

Mas megoldas nincs is, mert ha példaul y * 0 volna, akkor a 16x* - 32xy +19y? = 0 egyenletbdl az

X p jeloléssel 16 p% -32p +19 =0, ennek a masodfoku egyenletnek azonban negativ a
y

diszkriminansa, vagyis val6s megoldasa nincs.

Osszegezve: az eredeti egyenlet megoldasai az ¢a; %a; a2, (a; 2a; a) ésa (0; 0; 0) szamharmasok,
é o
ahol a=0.
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