Abraham Gabor: Kdzepek, Megoldasok

Feladatok kozepek kozotti egyenlétlenségekre (megoldasok, megoldasi dtletek)

A tovabbiakban szmk=szamtani-mértani kdzép kodzotti egyenlétlenség, szhk=szamtani- harmonikus
kdzép kozotti egyenlétlenség, mig sznk= szamtani-négyzetes k6zép kozotti egyenlétlenség.

1. Akéttagi szmk felhasznalasaval kdnnyen igazolhaté mindketts. Egyenléség akkor és csak akkor
all fenn ha a=b=c.

2. Alkalmazzuk a kéttag szmk-t az egyes tagokra aldbbi médon!

X X
+

X [ x X c X+y X+z
Jx+y)(x+2z) \x+yx+z 2

Ezt mindharom tagra felirva, majd a kapott egyenlétlenségeket 6sszeadva kdnnyen jon az allitas.
Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha x=y=z.

3. Alkalmazzuk a kéttag szmk-t az egyes tagokra aldbbi médon!

J(@+b)(c+d) 3 2ab2+/cd = 2%abcd =2 Egyenléség akkor és csak akkor all fenn ha

a=b=c=d.

4. A haromtagl négyzetes-harmonikus k6zép egyenlétlensége alapjan kdnnyen jon. Egyenléség
akkor és csak akkor all fenn ha a=b=c.

5. Alkalmazzuk a tiztagt szmk-t. Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn ha a=b=c=d=1.

6. Ezafeladat allatorvosi |6, tdbb megoldast is adunk réa.
1. megoldas

Adjunk hozza az egyenlétlenség mindkét oldaldhoz 3-at, majd hozzuk az alabbi alakra!

X Y 4 2 2 3
y+z z+x y+x 2
Cc
X 414 Y 4142 413 343
y+z Z+X y+X 2
Cc
x+y+z+x+y+z+x+y+z3g
y+z Z+X y+ X 2
Cc
(D +(y+ 2+ (2+0) o+ =+ 59 9

8y+z Z+X Yy+Xg

Ezen utdbbi egyenlétlenség pedig kdnnyen bizonyithat6é a haromtagu szhk alapjan. Egyenléség akkor
és csak akkor all fenn, ha x=y=z.
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2. megoldas:

X Yy z_ X Yy _z
Legyen x+y+z=d! Ekkor —+Z=+—=1.legyen a=—, b==, c=—, igy atb+c=1.
gy y d d d gy’ d d d ay
X y z
Ezalapjénx+y+2:d+d+d:a+b+c_
y+tz z+x y+x Yy, ,zZ Z_X Yy X b+c c+a b+a

d d d d d d
Tehat mar az elején feltehetjik az altalanossag megszoritasa nélkil, hogy x+y+z=1. Ezt nevezik
normalizalasnak. Alkalmazzuk az x, y, z sulyokkal sulyozott szhk-t, majd hasznéljuk fel azt a kdzismert

+y+2)?
tényt, hogy %3 Xy +yz+ zX.
X .Y . 7, 1 _ 1 3
y+z z+Xx y+x X(y+2)+y(z+x)+z(y+x) 2xy+2yz+2zx
3;2:§
X+y+z 2
,(xty+2)
3
3. megoldas:
+c- +a- +cC- ]
Legyen a=x+y, b=y+z, c=z+x, ekkor X:ach’ y:b g C,Z:b ; a.lgyabizonyitandé
. ] X y z _a+c-b a+b-c b+c-a, 3
egyenlétlenség + + = + + 3 =
y+z zZ+X Yy+Xx 2b 2C 2a 2

atc a+b b+c
+ +
c
reciprokanak 6sszegére vonatkozo becslés alapjan kbnnyen igazolhato.

alakot 6lti, ami ekvivalens az 3 6 egyenlétlenséggel, ami egy pozitiv szam és

Ezt a helyettesitést a tovabbiakban haromsz6g-helyettesitésnek nevezziik, mert ilyen jellegi
kifejezések jelennek meg ha a beirt kdr érintési pontjai és a cstcsok kdzotti szakaszokat kifejezzik a
haromszog oldalaival.

4. megoldas:

Hasznaljuk a 2. megoldasban szereplé normalizalast! Ez alapjan a baloldal atirhatd
X ¢ ¥ 4 2 - X, ¥, 2 alakban. Az f:]O;1[®D;XaLnggvény
y+z z+x y+x 1-x 1-y 1-z 1- X
szigoran konvex az értelmezési tartomanyan, igy alkalmazhatjuk a Jensen- egyenlétlenséget.
PVt 7A 5 o
F(x)+ F(y)+ f(z)2 3f ZFTY*H20_5,ad0_2
§ 3 5 &5 3

7. Mindharom esetben alkalmazzuk a haromszdg helyettesitést, azaz legyen x=s-a, y=s-b, z=s-c!
Ezutén az a) a kéttagu szk-val, a b) a haromtagu szhk-val, a c) pedig a hAromtagu sznk-val
megoldhatd. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c.
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8. a) Osszuk végig az egyenlétlenséget a+b+c-vel, ekkor az eredetivel ekvivalens egyenlétlenséghez

jutunk. Ekkor a baloldalon az a , b c kifejezések a, b, ¢ sulyokkal sulyozott szamtani

b+c’ c+a b+a
kdzepe jelenik meg. Ezutan alkalmazzuk a sulyozott szhk-t!

b) Emeljuk mindkét oldalt +—b+ -edikre, majd szorozzunk be kettével és az igy kapott, eredetivel
a C

ekvivalens egyenlétlenségnél alkalmazzuk a jobboldalra a stlyozott szmk-t és hasznéljuk fel, hogy

2
@tbtoy, ab+bc+ca!

¢) Alkalmazzuk a sulyozott szmk-t ab, bc, ca sulyokkal, és hasznaljuk fel, hogy

ab+bc+caf£ a® +b’ +¢?, valamint az exponencialis fiiggvény 1-nél nagyobb alap esetén szigortian
monoton névekva!

9. a) Nézziik kilon-kulén a baloldali tagokat, alkalmazzuk a hdromtag szmk-t!

3/ a3 2a +b3
cz?/ b 2c3 £2b3+c

3 20 +a’

3 c
A harom egyenlétlenséget 6sszeadva megkapjuk a bizonyitandé allitast. Egyenléség akkor és csak
akkor all fenn ha a=b=c.
b) Hasonl6 az el6z6hoz.
c) Beszorzas és rendezés utan visszavezetheté az a) és b) részre.
10. Azel6z6 feladat ¢) része alapjan kdnnyen megoldhaté.
11. Alkalmazzuk a kéttagu szmk-t a jobboldalra, majd a 9. feladat a) és b) részét!

12. a) A 9. feladatban latott médszert alkalmazhatjuk.

a’bc = 4/(a4)2 b'c* £ 2a0+b 4t
4

b’ca=2 (b4)2 cta* £ M
V 4

c?ab= 4/(C4)2 ate g 20 A+
4

A harom egyenlétlenséget 6sszeadva megkapjuk a bizonyitandé allitast. Egyenléség akkor és csak
akkor all fenn ha a=b=c.

b), ¢) Az a) részhez hasonl6an bizonyithat6.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 3/8



Abraham Gabor: Kdzepek, Megoldasok

13. a) Az el6z6 feladatban latott gondolatmenetet altalanositjuk. A stlyozott szmk-t alkalmazzuk és
meghatérozzuk a sulyokat.

Elsé egyenlétlenség.

Legyenek a sulyok a, b, ¢ pozitiv valés szamok, melyek dsszege 1 és bontsuk harom részre az
egyenlétlenséget!

a><x4y+b><y4Z+C><Z4X3 X4a+cy4b+az4c+b — X3yz

Az egyenlgség alapjan felirhatjuk az alabbi egyenletrendszert.

4a+c:3.[.]

4b+a:1§'/

4c+b:1b

Ennek megoldasai azg, b:i, czi.
1 13 13

igy

9 4 1 4 3 4 3

— X'y +—xy'z+—7"X3 X

13 y 13><y 13 ¥z

3. 4,,9 4 1, 3

— XXy +—xy'z+—7"%X3 Z.

13 y 13><y 13 o

1 4 3 4 9 4 3

— X'y +—xy'z+—7'x3

13 y 13><y 13 vz

A kapott egyenlStlenségeket 6sszeadva megkapjuk a bizonyitandd egyenlétlenséget. Egyenléség
akkor és csak akkor all fenn, ha x=y=z.

A tdbbi egyenlétlenség hasonléan bizonyithatd.

A b) feladat az a)-hoz hasonl6an oldhaté meg.

14. Beszorzas utan alkalmazzuk az el5z8 feladatokban latott modszert!

1 1 1
15. Mivel abc=1, ezért a3b3c® =1. igy azt kell belatni, hogy
411 141 114
a+b+c=a3b3c®+a3bh3cd +ab3cd £a’+b’ +c’.

Ezt pedig az eléz6 feladatokhoz hasonldan bizonyithatjuk, ugyanis
4 1 1

411 241?402
asb3c? = {a®h’c? £%.

A tébbi tagra hasonlo dsszefliggéseket felirva és azokat 6sszeadva megkapjuk a bizonyitandé allitast.
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c.
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16. a) Mivel a baloldal értéke fuiggetlen a valtozok eljelétél, jobboldalé pedig nem csdkken ha a
szamokat pozitivra valtoztatjuk, igy elég azt az esetet megnézni, mikor a szamok pozitivak.

‘M1 4 72 473
2 2 2 C
] , X X X, Xo X, . o
A héromtagu sznk miatt — +—2+—33 3¢—2—2——++  masrészt
2 X3 Xl g 3 :
@
2
X X X . ?AJ,E,LQS
X2 X3 Xl 3 3ﬁx_§ :1,eZértX—]2'+X—§+X—§3 3(}X2 X3 Xl; 3 ﬁ+&+é
3 X, X3 Xg 2 X3 X ¢ 3 - X, X3 X

b) Visszavezethetd teljes négyzetek dsszegére.

c) Az a) részhez hasonldan oldhatd meg csak negyedrendd hatvanykdzép és szamtani k6zép kozotti
egyenlétlenség felhasznalasaval.

17. Tudjuk, hogy 2(ab+bc+ca) =(a+b+c)*- (a2 +b% + CZ) . Igy az egyenlétlenség ekvivalens
azzal, hogy a2 +b? +c? +2(Ja++/b +/c) 3 (a+b+c)? =9.

Alkalmazzuk a hdromtagu szmk-t!

a2 +b? +c?+2(Ja+Vb+c)=a?+2/a+b? +2b +c? +2\/c 3 3(\3/?+§/E+\3/§) =9
Egyenléség akkor és csak akkor all fenn ha a=b=c=1.

18. Az sznk alapjan
J¥+a-@2+JW+a-m2+J&+a-@23H

*[1i-4 [o+[1- b |d+[1-¢,
J2 V2 V2
, [a+1- a|+|b+1- b| +|b+1- bl _3/2
V2 V2 V2 2
19. Mivela, b, c1 10:1[, ezért Vabc < 3/abc és \/(1 a)(1- b)(1- c) <g/(1- a)(1- b)(1- c).

A haromtagl szmk alapjan

Jabc <3abc £ atb+c

3

-a+1- b+1-
\/(1- a)(1- b)(1- c) <g/(1- a)(1- b)(1-c) £ 1-a 13b 1-c , ezeket 6sszeadva kapjuk az
bizonyitand6 egyenlétlenséget.

1 1

2 ate btc
20. Aszhk alapjan = gat+c b+c Alkalmazzuk ezt a baloldal harom
at+tb+2c a+c+b+c 2

tagjara!
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ab bc ca abae 1 1 6 bcael 1 ¢ acae 1 1 O_
+ + £ + o+ +— 4 +_—
a+b+2c b+c+2a c+a+2b 48a+c b+cg 48a+b at+cg 48a+b b+0g
_atb+c

4
Egyenl&ség akkor és csak akkor all fenn, ha a=b=c.

, , , X Z_ Xty+z
21. Beszorzas és rendezés utana — + X +-—3 y

y oz x 3oz

Szorozzuk mindkét oldalt 3-mal, majd alkalmazzuk a szmk-t az alabbi médon!

egyenlétlenséget kapjuk., ami ekvivalens

az eredetivel.

ae< y+zo &2X yo ae?y zo X 2z0, 3X

gyzxggy Zzg_;ﬂgy Xﬂ\/_\/_\/_

n-tagu kdzepek kozotti egyenlétienség

1. Az n-tagu szmk mellett alkalmazzuk az elsé n db pozitiv egész szam, négyzetszam, kébszam
dsszegére vonatkozo képletet!

2. Nézziik csak az elsé egyenlétlenséget, a masodik ahhoz hasonl6an bizonyithaté be.

Adjunk hozza mindkét oldalhoz n-et, majd osszuk el az igy kapott egyenlétlenséget n-nel. Ekkor az
eredetivel ekvivalens egyenlétlenséghez jutunk.

N+ttt 4t

Yn+lg 2__n

n

Ezt a jobboldal atalakitasaval, majd a szmk felhasznalasaval igazolhatjuk.

n+1+1+...+1 1+1+1+1+...+1+1
2 n _ 2 n _
n n
3 n+1
2+ -+t 3 n+l
=2 n_s n2x§x..x—:\/n+1
n n

3. lrjuk az egyenlétlenséget az eredetivel ekvivalens alakban!

s Jn

1
Un-1

GyoOktelenitsik a baloldalt és alkalmazzuk az n-tagu sznk-t.

N e M R 0 B (O R

3

Un-1 n-1 n-1 n-1
3nﬂ/(%)n_l(%)n_z...nn"'ﬁ:n_ (Q/ﬁ)(n_l)g +ﬁ:\/ﬁ+ﬁ>\/ﬁ
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A4.,5., 6., 7., 8. feladat megoldasa megtalalhaté Pintér Lajos Analizis I. cimd kdnyvében.

9. Aztkell belatni, hogy c, , <c,, han>1. Ha beirjuk a megfelel6 tagokat, akkor az egyenlétlenség

. . n®-1 4n- 3
az eredetivel ekvivalens >— >0 )
n 4n+1

Alkalmazzunk n-tagu szmk-t az aldbbi modon!

o an- 3+n- 5
4n- 3 4n-3 |4n- 3 dn+1
n =n X %ééE
\/4n+1 \/\/4n+1 dn+l n
n“-1

Ezen utdbbi kifejezésrél kell belatni, hogy kisebb, mint

2)(/4n- 3+n- 2
an+1 <n -1

2

n2

n n
C
2
2></4n- 3+n- < n-1
4n+1 n
C
4n? an- 3<(2n- 1)2
In+1
C
0<1

Szélséérték feladatok kdzepekkel

1. Nézzuk pl. a b) feladatot, a tébbi hasonl6an oldhat6é meg.

6

+
b) g: (D \{O}) ® [Jg(x)= X ~— Alkalmazzuk a haromtagu szmk-t az alabbi médon!
X
6
+
g(x) = X . 4_ +£2+£23 33 XA%% =34
X X X X2 X

2 -
EgyenlSség akkor és csak akkor all fenn, ha x* == U [x|=¢/2.
X

2. Nézzik meg pl. a b) feladatot!

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 7/8



Abraham Gabor: Kdzepek, Megoldasok

b) g: [0 ® T, g(x) =(1+x)*(1- X) Alkalmazzuk a négytagt szmk-t az alabbi médon!
_ 1 1a8(1+X)+3- 3x8' _ 27
= (14 %)%(1- X) ==(1+x)¥(3- 3x) £= 0_2f

009 = (1)1 ) =St (3- 3 LB 00 _ 7

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha 1+x=3-3x, azaz x=0,5.

A3.,4.,5.,6., 7., 8. feladatban a sz6veg alapjan meg kell adni a vizsgalt fliggvényeket és az el6z6 két
feladatban latott mddszer valamelyikét alkalmazhatjuk!
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