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Csorba Ferenc, Gydr

A geometriai szerkesztések elmélete a geometrilldssgikusabb kérdései
kozé tartozik. Az eladdsomban szerkesztésekkel (ill. szerkesztéselmélet
problémakkal) foglalkozom, éppen ezért tisztazil, keit értlink szerkesztésen. A
szerkesztés egy szép jaték, egy sikbeli alakzatabnpos adatok alapjan
megrajzolhatunk. Ehhez sziikséges, hogy elagegitbntmondast nem tartalmazé
adat alljon rendelkezésiinkre, s a &&lbzk6zok birtokaban legylnk.

Egy-egy szerkesztésbeli eljarast azzal jellemerhetihogy megmondjuk
milyen eszkdzok, és milyen lépések szerepelhetRekdkivil kdrilményes volna
azonban, ha minden szerkesztési feladatnal kiilég kedene mondanunk, hogy
milyen eszkdzok és milyen |épések hasznalatat giligetieg. Ezen a terileten
egyértelnti megallapodas jott létre, i.e. 300 korul Euklid&$semek cinfi miivében
rogzitette azt. Megallapodhatunk abban, hogy ddgegyszeibb eszkozt, a kot
és a vonalzo6t engedélyezzik. Feltessziik, hogy alzdmk tetséleges hosszu, a
korzénket pedig tetsdegesen nagyra (vagy kicsire) nyithatjuk. Eszkozeina
kdvetked értelemben hasznélhatjuk:

1. A vonalzét két adott ponthoz illesztve megrajzglilat két ponton atmeén
egyenest.

Két adott pont tavolsagat kdnzyilasba vehetjik.

Adott pont koril adott kdkmyilassal kort szerkeszthetiink.

Két metssd egyenes metszéspontjat kijeldlhetjik.

Egy kor és az azt metsegyenes mindkét metszéspontjat megkereshetjik.
Két, egymast met$zkdr mindkét metszéspontjat kijeldlhetjuk.

ocgrwLN

Ha egy szerkesztés a most felsorolt hat [épés végészori alkalmazasaval
végezhetiink, akkor euklideszi szerkes#idseszélink.

Axiomatikus tisztasaggal euklideszi szerkesztésaekolyan eljarast nevezziik,
amelynél az adatokbdl kiindulva tgy jutunk el addvalakzathoz, hogy kdzben

a) Csak olyan pontot szerepeltetiink, amely két isegyenes, vagy két
ismert kor, vagy pedig egy ismert egyenes és aggriskdr metszéspontja.

b) Csak olyan egyenest szerepeltetiink, amelyiknepddtja ismert.

c) Csak olyan kort szerepeltetiink, amelynek ismedizéfpontja és sugara
két ismert pont tavolsaga

Ki kell ezt még egészitenlink azzal, hogy felvelkedjisik két, semmiféle &rassal
meg nem kotott pontjat. Szikség van erre a kiegsel mert a szerkesztéseknél
gyakran edfordul, hogy felhasznalunk 6nkényesen felvett pkatas (kildnben el
sem indulhatnank. Pl. a kovetkefeladatnal: szerkessziink négyzetet!).
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Megadtuk a szerkesztésnél hasznalt eszkdzoketokshasznalatanak maodjat.
Felvetdik a kérdés: melyek azok a feladatok, amelyek &oés vonalzd
haszndlataval, azaz euklideszi értelemben megdklhdilem minden feladat
oldhat6 meg euklideszi szerkesztés segitségéwgjerd a torténeti szempontbdl is
érdekes kockakeirést, szogharmadolast, a kor négyszogesitésétaagpabalyos
hétszog szerkesztését emlitenink.

Annak eldéntésére, hogy egy feladat euklidesziledrieen megoldhaté vagy
sem, az algebra ad altalanos modszert. Igaz akewrietetel:

Egy derékszdiyy koordinatarendszerben adott pontokbdl azok és egak a
pontok szerkeszthigt, amelyeknek koordinatai abban a ldgebb K szamtestben
vannak, amely magéaban foglalja az adatokhoz tanmadiok koordinatait és a test
barmely pozitiv elemének négyzetgyokét.

Lehetséges az eszkdzdket és a megengedett Iépaggkiviteni, hogy ezaltal
a megoldhat6 feladatok kore i§uiiljon. (Kiterjeszthetjik pl. a vonalz6 hasznélatat
Uj eszkdzok igénybe vételét engedhetjik meg.) Hmdendlata esetén eljardsunk
természetesen mar nem euklideszi.

Sokkal érdekesebb, nagyon régéta foglalkoztatta seaemmatikusokat az a
probléma, hogy az euklideszi szerkesztéseket hofgfaet megoldani az egyik
segédeszkdz korlatozott hasznélataval.

Késsbb olyan szerkesztéseket prébaltak megadni, amelyegyik eszkdz (kdéz
vagy vonalzd) kizarélagos hasznalataval is elvégikh

Georg Mohr ,Euklides Danicus” ciin mive 1672-ben jelent meg
Amsterdamban dan és holland nyelven anélkil, hagselmet keltett volna. A i
elss részében a szdrzaz Euklidesz-féle Elemek élshat kényvében éforduld
Osszes szerkesztési feladatot csupanskibasznalataval megoldja. Mohitiae csak
1928-ban jelent meg Ujra Koppenhagaban, eredetngéiven, amelyhez Pal Gyula
német forditasat csatoltak.

Csak 125 évvel az Euklidesz Danicus megjelenésa ktzdlte Lorenzo
Mascheroni hires munkajat Pavidban ,La geiometea abmpasso” cimmel. E
dolgozat akkor nagy fdihést keltett, egy év muilva megjelent francia fdsiian
(allitélag Napéleon is olvasta).

A koérzé hasznalatanak korlatozasaval tdbben is foglakoztAkdemes
megemliteni Kitizi Yanagihasz nevét, aki a mindiatalrél korlatos koérével
elvégezhet szerkesztési feladatokkal foglalkozott. Megmutaltiagy az euklideszi
szerkesztések a mindekét oldalrdl korlatos &det is megoldhatok.

Lambert, majd Brianchon olyan szerkesztésekkelakmgttak, amelyek csupan
vonalzé haszndlataval megoldhatok. Kideriilt, azanbagy egyetlen vonalzé nem
elegend.

Korzé nélkiil, vonalzd kizardlagos hasznalatdval csakamladatok (alakzatok)
szerkeszthék, melyek algebrai alakja az adatokhoz rogzitettrlmatarendszerben
raciondlis. Elvégezhétszerkesztéseinketbithetjik, ha megadunk egy klpszeletet,
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de még igy sem tudunk minden euklideszi értelemisdn szerkesztési feladatot
megoldani.

Elegend erre a kovetkdyz Steinerdl szarmazd ellenpélda: Egy adott kor
kdzéppontja nem szerkeszthieheg csak vonalzé hasznélataval. Nézziink erre egy
bizonyitast.

Legyen egy derékszédoordinatarendszerben
K(xy)=(x-a)°+y*+1-a>=0,]a>1
a K kor egyenlete ennek a kodrnek a sikjaban mi y= l helyettesités
X X
kollineaci6t hataroz meg, amely acx+c,y+c,=0, c’X+cy+c =0

egyeneseket egymasnak felelteti meg. Ez a kollide#A& kor (a; O) ko6zéppontjat

az (E;oj pontba, &K kort pedig 6nmagéba viszi at, mivel a
a
. — 1 2 y, ? 2 — 1 ' 2 12 2 _K(X,;y,)
K(x,y)_(; aj +(;) +1-a _F[(X a) +y?+1 a}—T

azonossag miatt & (x;y) =0egyenletsl a K(x;y')=0 egyenlet kévetkezik és
megforditva.

Tegylk fel, hogy van olyan csak vonalzdval elvégdztszerkesztés, amely
bizonyos szamua, részberKakéron fekw pontbdl, részben mas tetézges pontbdl
kiindulva a K kor k&zéppontjdhoz vezet. Ennek a szerkesztésmelekdbbi
kollineacié aK kor ugyanannyi pontjabol és ugyanannyi mas porikbdtiulva és
ugyanolyan tulajdonsagu szerkesztést feletet megt az el$ szerkesztés. Ez a

tisztan vonalzés masodik szerkesztés azonbaﬁ—aﬂ) ponthoz juttat, noha az
a

(a;O) k6zépponthoz kellene vezetnie. Bbbz ellentmondashodl kovetkezik a tétel
igazsaga.

Ugyanigy lehet kimutatni a kovetk&rételt:

Ha két alapkdr van megrajzolva, de egyiknek seneistes a kdzéppontja, és ha a
két kér sem nem metszi (érinti) egymast, sem nemcéwtrikus, akkor egyik
ko6zéppontot sem lehet vonalzéval megszerkeszteni.

Egy vonalzd kevésnek bizonyult, azonban ha megadwa a rajz sikjdban egy
(rogzitett) kor a kdzéppontjaval, akkor ez mér efetj ahhoz, hogy segitségével
minden euklideszi értelemben megoldhaté feladasatk cvonalzd hasznélataval
megszerkesszik az euklideszi sikon.
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Ennek a feladatnak a megoldasa Steiner nevétimidik, bar Poncelet, a
projektiv geometria megalapitdja mar Steinéttalgyanerre az eredményre jutott,
igaz targyaldsa tulsdgosan rovid volt, svem annak idején csak kevés figyelemben
részesilt. (Steiner: Die geometrischen Construetipnausgefiihrt mittelst der
geraden Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833 Poncelet: Traité des
propriétés projectives des figures, Périzs 1822.)

Azéta tdbben is foglakoztak a problémaval, korltdkzaz eszkdzok hasznalatat
(hosszatvié, egységfordito).

Ezekre a szerkesztési mddszerekre jeltentogy feltételezik a parhuzamossagi
axiomat, ezért ezek a szerkesztések a Bolyai-Levazkij-féle geometridban nem
hasznalhatok.

A tovabbiakban megmutatom Steiner tételének a hitasat.
Tétel:

Ha adott a rajz sikjaban egy (rogzitett) kér a kimdtjaval, akkor minden
euklideszi szerkesztés elvégeshegyetlen (egyé) vonalz6 segitségével.

Bizonyitas:

Meg kell mutatnunk, hogyan tudjuk megadni egy kére§y egyenes, valamint két
kér metszéspontjat.
Tekintsiik ebszér az alabbi abrat’ £

Az ABCD trapéz és aCDE kiegészib
haromszoghl ismert (pl. tankdnyvek), hogy az
atlok M metszéspontjdE-vel 6sszekdtve ez az
egyenes azAB szakasztF-ben felezi. Ez
alapjan két alapszerkesztés csak vonalzéva M
elvégezhet. Ezek:

A B
A. Adott azAB szakasz éF felezési pontja. f
Ekkor a sik tetsleges C pontjan at parhuzamost szerkeszthetiink Az
egyenessel.
B. Ha adott két parhuzamos egyenes, akkor az egyilernegy tetsleges AB
szakaszanak felezési pontjat megszerkeszthetjik.
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1 feladat:

Adott a sikon egy (rogzitetQ kdr az aO kozéppontjaval. Szerkeszténddott P
ponton &t adott egyenessel parhuzamos egyenes.

Megoldas:

Elegend lenne Kkijeldlni aze
egyenesen egpB szakaszt aF
felezési pontjaval, ekkor mar a:
A szerkesztés segitségével kész
lennénk. Felvehetjik a kéron@
és R pontokat, ezeketO-val
Osszekotve kapjuk &' és R

illetve aze egyenesen a& ésB
pontokat. Mivel QR||Q'R’, ezért

a B szerkesztés segitségével

elédllithatiuk QR felezési pontjat, azA szerkesztés segitségével parhuzamost
hdzhatunk QR-rel O-n keresztil, ez az egyenest F-ben metszi. Ujra
alkalmazhatjuk a2 szerkesztést, és készen vagyunk.

2. feladat:

Adott a sikon egk kér az O kdzéppontjaval. SzerkeszigmadottP ponton at adott
e egyenesre méleges egyenes.

Megoldas:

A k kor tetsplegesQ pontjan at
hdzzunk parhuzamost azgyenessel

(¢), ez metszi a kért & pontban. A

QO egyenesshen metszi a kort,
Thalesz tétele szeriBROQR, azSR-

rel pArhuzamoPB-n atme f egyenes
szerkeszthét

Ezek utan ratérhetiink kér és egyenes
metszéspontjainak szerkesztésére. Az
fogjuk kihasznalni, hogy barmely két
kor kdzéppontosan hasonlé.
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3. feladat:

Szerkeszteriilaz O, kdzéppontd,O,A sugarik, kor és aze egyenes mindkét
metszéspontja.

Megoldas:
¢
L
Al
e —
5]
A
k P
H 9) O
Q
R]
Q
\
Ri™~——

Parhuzamost hdzunk &xn at azO A -gyel, ez metszi & kort A-ban. AA és OO,
metszéspontja megadja a két kor (Blildasonlésagi pontjat. Az egyenes
tetsdleges R pontjanak megszerkesztjuk & o6rét (OlR1||OR), majd az g
egyenes 8rét (g || €). Ez kimetszk-bol aP ésQ metszéspontokat, ezek ésQ
képe (kbnnyen szerkesztbphadja ak, kor és aze, egyenes metszéspontjat.

Hatra van még két kdr metszéspontjanak meghat&ozas

Az O, kdzéppontjaval é9\ pontjaval megadotk, kor és azO, kdzéppontjaval és
A, pontjaval megadotk, kor metszéspontjainak meghatarozasat visszavegithe
az ebzo feladatra. k; és k, korok metszéspontjait ugyanis a két kbr
hatvanyvonala metszi ki & vagy ak, korbl. Mivel h megleges a két ko0,0,
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centralisara, elegefidnegmutatni, hogy & és azO,0, egyenedM metszéspontja
vonalzéval szerkeszthiet
Megszerkesztjuk aD,0, egyenesre, ugyanabban a félsikbanCailletve az
O, pontban allitott meéileges félegyenesek korrel valé B, illetve k, korrel val6
P, metszéspontjat, s azutan BO,0,Q, és a R,0,0Q, téglalapot. Az 00,
centralis egyenes és@Q, szakasz feldanerlegese a keresetl pontban metszi
egymast. _ o P, Q,
Ennek igazolasara az
kell megmutatni, hogy aki
pontnak ak, és ak, korre

vonatkoz6 hatvanya meg
egyezik.

I

I )

(Egy pontnak egyr sugaru
koérre vonatkozé hatvanys
H=d?-r?, ahold a pont
tavolsagat jeloli a  kor O a4 M4, 0
ko6zéppontjatol.)

QM =MQ,, a QOM és az MO,Q, haromszdogek deréksaziek, ezért

d’+r?=d,+r?, d’+r’=d,”+r,°, azazM rajta van a két kor hatvanyvonalan.

Ezzel Steiner tételét (pontosabban a Poncelet«Stédfe tételt) ebizonyitottuk.
Mint emlitettem, ezeknél a szerkesztéseknél feldpk az euklideszi
parhuzamossagi axidmat. A Bolyai-Lobacsevszkij-ffd@metridban is elvégezliet
minden szerkesztés csak vonalzd hasznélatavalitde mgzitett, k6zéppontjaval
megadott korén kivil mas feltételekre is sziikség. yen pl. egy szakasz a
felezspontjaval, vagy két, egymasra rtileges egyenes megadéasa.
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