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A Kis Fermat-tétel néhany bizonyitasa
Osszegyiijtotte Kallo Bernat és Nagy Daniel

Freud Robert 2005. november 22-ei el6adasan (lasd eloadas_2005 11 22 freud.doc)
hallottuk az alabbi tételt, egy bizonyitasat és alkalmazasait.

Kis Fermat-tétel: Ha p prim és c tetszéleges egész szam, akkor p|c® -c.

Ott teljes indukcids megoldast hallhattunk, most lassunk két masik gondolatmenetet!

I. Bizonyitéas (Teljes maradékrendszerrel)

Definicio: Azt mondjuk, hogy a H sz&mhalmaz teljes maradékrendszer modulo n, ha
H elemeinek n-es maradékai minden lehetséges n-es maradékot egyszer és csakis
egyszer adnak Ki.

Vilagos, hogy ha H teljes maradékrendszer modulo n, akkor H elemeinek n-es maradekai
valamilyen sorrendben a 0, 1, 2, ..., (n-1) szdmok, tehat H elemeinek szama n.

Lemma: Ha (a, n)=1, akkor {a, 2a, ..., (n-1)a, na} teljes maradékrendszer
modulo n.

Bizonyitas indirekt uton:

Tegyuk fel, hogy az allitds nem igaz. Az emlitett halmaz elemeinek szdma épp n, igy
pontosan akkor nem teljes maradékrendszer, ha az elemek kdzott van kettd, melyek
n-es maradéka megegyezik. Legyenek ezek ia és ja, ahol 1 £i<j £ n, azaz

n|ja -ia=(j-1)a. Mivel (a,n)=1és0<j-i<n, igy ez ellentmondas.

Térjink most vissza a kis Fermat-tétel bizonyitasara!
Ha c oszthat6 p-vel, akkor az allitas nyilvanvaldan igaz. Ha ¢ nem t6bbszdrose p-nek, akkor
(c, p)=1, mivel p prim. Tekintsik a {c, 2c, 3c, ..., (p-1)c, pc} teljes maradékrendszert modulo
p. A legutolsé elem, a pc szdm p-s maradéka 0, a t6bbié valamilyen sorrendben 1, 2, 3, ..., p-1.
Szorozzuk 6ssze a vizsgalt teljes maradékrendszer elemeit a pc Kivételével!
(1) cx2cx3cr..x(p-1)c=(p-Dic"™
Mivel egy szorzat p-vel vald osztasi maradéka megegyezik a tagok p-vel vald osztasi
maradékainak szorzataval, igy a (p -1)!c”™ szam p-vel val6 osztasi maradéka
(2) 1x2x3x.x(p-D=(p-I.
Az (1), (2) szamok p-s maradékai egyenlok, tehat e két szam kilénbsége oszthatd p-vel:
pl(p -DlcP™ - (p-D!= (p -D¥(cP ™" -1).
A p primszam relativ prim a néla kisebb egészek szorzatabdl all6 (p-1)!-hoz, igy
p|cP™t -1, amibél adodik, hogy p|c® -c, ahogy allitottuk.

Ajanlé

Ez a klasszikus bizonyitas megtalalhaté pld az aldbbi kényvben (240. feladat):

D.O. Sklarszkij —N.N. Csencov — I. M. Jaglom, Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika kérébdél,
1. kotet (Aritmetika és Algebra). Régen a Tankdnyvkiado, Gjabban a Typotex kiad6 adja ki.
http://www.typotex.hu/book/m_0053.htm
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I1. Bizonyitas (Kombinatorika)

Feladat: Adott egy szabalyos hétsz0g. Szinezziik ki a csUcsait két szinnel, pld pirossal
és kékkel. Hanyféle kiildnb6z6 szinezés lehetséges, ha a forgatassal egymasba viheto-
ket nem kullénboztetjik meg egymastol?

Ha a forgatasokrol elészor elfeledkeziink, akkor a kdvetkezoképpen szamolhatunk:

mindegyik cstics kétféle lehet, igy a szinezések szdma 2 242%4.43 = 2". Gondolatban
7 tényezd

készitsiik el ezt a 27-féle szinezést, ez lesz a listank, amely segitségével majd a feladat

kérdésére is valaszolunk.

Hanyszor szerepel a listdban egy-egy szinezés, ha most mar a forgatassal egymasba
vihetoket nem kulonboztetjiuk meg?

Azokat a szinezéseket, amelyeknél minden csucs egyforma csak egyszer szamoltuk.
Két ilyen szinezés van: a csupa kék és a csupa piros.

Maradt 27-2 elem a listan. Ide mar csak olyan szinezések tartoznak, amelyek mindkét
szinbél tartalmaznak csucsot. Ha tekintjik a lista egy elemét, annak szinezéseét elforgathatjuk
a hétszdg kdzéppontja koril az alabbi szogek barmelyikével:

360°’2X360°,3X360°'4X360°'5X360°’6X360°.
7 7 7 7 7 7
Az igy elforgatott szinezések tehat nem lesznek (j szinezések, de esetleg a lista egy masik
elemét adjak meg. Igy a lista egy elemébd| kiindulva a listaban akar — nmagaval egyiitt — 7
listaelemet talalhatunk, amelyek szinezését egyformanak kell tekintentink. Alabb azt fogjuk
latni, hogy minden olyan esetben, amikor nem a csupa kék vagy a csupa piros szinezéshél
indulunk ki, pontosan hét listaelem tartozik dssze.

SRR

Ez az allitas azzal egyenértékii, hogy a fenti forgatasok csupa kiilénbdzo listaelemet
hoznak létre, azaz egyik forgatas egyik elemet sem tudja 6nmagaba vinni (kivéve a ,,csupa”

o

szinezésiieket). Tegyik fel, hogy a k 360 -0s sz0ggel valo forgatas a lista egy elemét

o

onmagaba viszi. Akkor ebben az elemben egy tetszélegesen valasztott piros csucs Kk -0S

o)

szoggel vald elforgatottja is piros, s6t annak k x 360 -0s szoggel valo elforgatottja is piros, st

.... Tehat az adott csucs

360° 360° 360°
K X ,

ok 3K 4kx360 ,5kx360 ,6kx360 ,7kx360

7 7 7 7 7
-0s szoéggel vald elforgatottjai is pirosak. Igy mind a hét csticsba beforgattuk az eredeti piros
csucsot. Valoban, a fenti hét elforgatott mind mas: errél kdnnyi meggyézédni annak alapjan,
hogy 7 primés0 <k <7.

,
A szinezések szama tehat 2 + 2 2.

\ Tétel: Ha p primszam és egy szabalyos p-szdg csucsait ¢ szinnel szinezziik, akkor
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c’-c
p
szinezes lehetséges, ha a forgatassal egymasba vihetoket nem kilonbdztetjik meg
egymastol.

c+

Ennek a tételnek a bizonyitasat nem részletezziik, mert az indoklas Iényegi része azonos a
Feladat megoldasaval.

A Tétel allitdsabol kovetkezik a kis Fermat-tétel allitasa, hiszen a szinezések szdma egész
szam és a ra kapott formula pontosan akkor egész értékii, ha p|cP-c.

Ajanlé
A ,Feladat” forrasa: George E. Andrews, Number Theory, Dover Publication, Inc. New York.
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